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lNTRODUCCIONAL ESTUDIO DE LOS MODELOS MATRICIALES EN DINAMICA DE 

POBLACIONE.S. 

'. l. lNTl\ODUCC¡ON·. 

::: L9s·mOdelos matriciales de análisis de la dinámica de poblaciones fueron 

propuestos por Lewis (1942) y Leslie (19451 en fama independiente existie~ 

·do posteriormente un rico desarrollo efectuado por el mismo Leslie, William 

son, Lefkovit,::h, Usher, Beddington, Pollard, etc. (Ver bibliografía al f;i.n.al 

del escrito). 

Estos modelos mat'riciales son interesantes pues nos permiten simul;:¡.r, y 

a veces hasta 'cónocer, la evolución total de una población o de fraccÍl..mes 

de 'la misma, las estructuras poblacionales, plantear problemas de sensibili 

'.".1a:J.t1", ···l6.'.¡¡i:lh";La'..:iúLl c>.vtt:t; H!i :¡tlrLe::s~~(¡e: ,¡:;·t.;';rL:iQ'~ciaá."o . mort:a:L.iaél..Q:~ - anaH.zar·'.$.l,l . 

sensibilj.dad .1. perturbacíones naturales o inducidas sobre la estructura de 
~:. 

la poblaci6n,optimizar sistemas de manejo, evaluar comparativamente distin 

tos metodos de manejo que se propongan, etc. 

.. , <."-" 

La utill.zaéión de estos modelos para, entre otros, los fines expues tos, 

esta condicilJnada por dos requerimientos cruciales: hay que cont1'lr COi .• r:1J;.cha 

información dé buena calidad y las hipótesis básicas sobre las que se susten 

ta el modelo deben acercarse a la realidad. En caso contrario se corre el 

riesgo de invalidar las conclusiones. 
-~-

. -;1 

El correct:ó manejo de este tipo de modelos es una ayuda impm;tante bn· el 

planteo inié'üil de estudio de la dinámica d."! las poblaciones"de nuestra inte 

res ya que,'c¡;mo afirma K.E.F. Hatt. "Si. elegimos el modelo que será utiliza 

do para la in terpretación de 10.s datos, antes de empezar con su recoJ ección, 

que es el prC'cedimiento racional, recolee.:taremos el tipo y cantidad de datos 

req~eridos CO',10 entrada en el modelo y teridr~mos entonces un programa de, in­

vestigación eficiente" • 

• 
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Como hemos dicho; numerosos autores han dedicado tiempo al estudio, de­

sarrollo Sr aplicación de las matrices de proyección de población (de aquí 

en mgs ropp) pero, sin embargo para lo~ requerimie~tos dei .éGólogo practico, 

subsisten aún confusiones en la literatura que crean dudas, principalmente 
, 

referidas a dos aspectos: 

aY La utilidad y formas. de utilización. da este tipo de modelos matriciales 

b) La composición de los elementos de las matrices y las hipótesis subyaceE:, 

tes. (Yer Ca~.III). r. 

En el primer· caso, la confusion reside en el errdr d,e considerar que el 

metodo reemplaza a otros, por ej emplo el calculo d.asico con 105 modelos dis 

c~etiúldos del contíÍl.l~o.· 1 = f: l}é mx erx 
dx s·in comprender que en rea 

l~dad es complanento de estos. '. . 
. J 

Sus usos fundamentales son: 

Planificación de los estudi~s de campo. 

Definición de la i~~ormacion basica a obtener. 

Control "de esa información obte.1ida a campo (elaborada o nó). 

Acepta~ión y rech~¿o de hipetesis. 

Proposición dehipotesis alternativas • 

. -' Analisis de sisten;as de manej o, 

~ Permite trabajar cbn ~structuras no estabilizad~s, -etc. 

Sin em,?argo, citanJ.o a Skellam (1967): '''No c¡:.qeda duda que el estudio efe 

modelos ~~temáticos de población contribuye a profvndiz~l nuestra compren-. 
sion de los procesos.{.e poblaciones reales y aclarar muchos fenomenos que de 

otra manera"quedaríanoscuros"~ " 

Esta frase de SkellElm se a~lica por entero a LJs modelos matriciales te­

niendo in mente la pr .. "caucion perrr¡anente: "Aunque ~os model~s son esenciales 

para entender la rea1i1ad, no deben confundirse co~ la rea}idad misma" (Le­

vins, 1966). 

• 
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Los modelos ma,tematicos son sier.lpre siml?lific8;ciones de la rea,li.dad~ 

Forzosamente debera ser as~ ya que nunca tendremos la totalidad de la in­

formación necesaria (en cantidad y calidad) y ademas el tratamiento matema 

tico de estos modelos debe ser accesible. 

Es claro. por otra parte, que la simi'ritud de nuestro modelo con la rea 

1idad que que.emos imitar 'es mayor en las ciencias físicas, p.ej. que en 

las biológicas, debido á la variabilidad propia del material biólógico y 

a dificultad en cuantificar muchas de sus características y relaciones. 

De todas maneras, "¿Cómo comenzaremos a cutenter las situacionés mas co~­

plejas de la realidad si antes no hemos entt:ndido las propiedades de estos· 

modelos simples",(Bart1ett and Eiorns~ 1973). 

La correcta elección de los postulados iniciales de traoajo y el conoci­

miént:ó ae labi~'J.Ogía y et:oLogia d~ ·la especie en éstüd~o es-un paso i!!1par­

ta~te para c<;Jlnenza;t;' a transitar por el cami'1.o adecuado en una investigaci:ón 

y no desperdiciar tiempo y esfuerzo. 

Los puntos i3iguientes, 11 y 11,1, tratados en forma elemental, son un ~e­

paso necesario para entrar en el estudio rle:1as matrices de proyección de p~ 

b1ación •. 

11. MODELOS CLASICOS CONTINUOS. 

Los modelos' mas simples, con organismos o individuos idénticos y autole­

p1icantes pueden encontrarse en cualquier 1.ibro de ecología matematica. Sus 

ecuaciones plementa1es son: . , 

at Creci!!liento 'expcnencial: La velocidad de crecimi.ento de la poblaciéin es 

'proporcioT'a1 a la cantidad' de indivíduos en cada instante 

dN --=rN 
dt 
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.. -
su integración. ent1;e. O y t nos da la conocida expresión; 

con su representación gráfica: 

N 

N ------------------t -

~ t . 
. ,~. 

b) .Crecimiertto.-logrsti~o; La ecuacian es similar a la anterior pero con un 

factor de'presor de~ crecimiento, proporcional a la cantidad de indivíduos­

e.n cada, -instante, y que éj.fecta a la constante de proporcionalidad "r" • 

. d~~ = (r-a.N).N 
rlt 

(1)" 

Llega un momento en que la velocidad de crecimiento tiende cero, el nú­

mero de indivíduos c. gue se tiende en ese momento 10 llamamos capacidad. -

de carga del sistem~ K: 

o sea que en el Jrmite: 

Si dN 
dí -o Deberá (r-o-N) -O, 
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Resolviendo en el límite vemos que a = rlK. Reemplazando en (1): 

(2) 

~ " 

en cuya integración entre O y t nos da; 

con c= 

,La expresión (2), velocidad decrecimiento, tendra su maximo cuando le, 

. 'sea el factor: 
'" 

" , 

Ü"'L.i.Vi:U1~_~rt!::;pt!ct:C) a LV encpntramos ei.',tamano de pObJacion para el ?~al. 
.... 

es máxima la velocidad' de crecimiento (pioblema que interesa' en ~lgu~~::ls ca 
" , 

sos de extraccion~ aprovechamiento). 

=0 
,2N 

K 
=0 N= K/2 

o sea q'.J.e la veloci.dad maxima de c-recimiento ocurre en este roodE: '.0 : cuan 

do la poblétcion se encuentra él, la mitad ,de la capacidad de carea del 5is-

tema. 

,., 
Reemplazando en (2) .obtenemos la velocidad máxima en este punto. 

'dN] _~ 
df - 4 

K~2 

. , 
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'La represent~cio~ gr~fica de la logística ,integrada es: 

K =--..,.-------

.' 

dN] 
dt mox ..... 

" 

t, 

" -
\ 

Ambos modelos dese!'i-ptos son los ma's ,simples, luego, para acercarnos a la, 
',' 

realidad consideremos ahora que los parametrosfunda~entales de la dinamica 

sea que estos ~o son ¿as identicos y autoreplicantes. 
,-

0.
0 

/' 

-/-:--' 

Más concretamente, 'podemos pensar que hay una vé;lriabl e importante - la 

édaci - a la cual están asociada3 una cierta fertilfd~d y supervivencia. 

Se,llega, con estas consideracioaes, a la ecuaci0n: 

NOTA: La restricción dE' simetría que tienen, este modelo 

en, K/~ únicamente" fue obviado por Gilpin y Ayala 

contínuo can (dN ) 
, dt mox 
(1973) que proponen. 

Cuando ~= 1 es 'igual a la anterior. Si &< 1 el punto de inflexxion 

se encuentt'a por deba.jo de K/'J y viceversa. 

," 

 



. t 

: 

-rx mx e dx 

(ver deducción en Pielou,. 1977) • 

Donde: 

7 

1 = La proporción de sobrevivientes en el tiempo xde una cohorte original 
x 

de indivíduos nacidos simu1tgneamente ~n el tiempo O. 

\ 

m ~ El número medio de crías nacidas en una unidad de tiempo de un indívídüo x 
cu~a edad esta en el intervalo (x, x --:- dx). 

Esta ecuación no puede ser resuelta expiícitamente, por eso se reempla7.a 

la ~ntegral por una sumatoria (discretizamo.::; la misma): 

Ya aquí el intervalo considerado no es x - x + dX siendo dx un ·infir,.i­

tésimo, sino que sera x- X+tl donde h es un lapso discreto suficientemente 

pequeño. 

y obtenemos soluciones aproximadas, por iteración. 

111. REPASO DE ALGEBRA MATRICIAL. 

. . 
Para entrar en tema es necesario defini: en forma sencilla a las mat'cice~ 

" y algunas de "3US operaciones. Para profundización y consulta se recoTIn'enda 

Sear1e (1966) o Ayres (1969). 

MATRIZ: Ee un arreglo de números (6 fu~;.:iones) llav.:.ados e1eme.1.tos ó com:­

ponentes de la matriz. Se escribe: 
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- filos 

'A= 
. °kl 

. , , f 
columnas 

Estas matrices pueden tener la cantidad que sea dc~ilas o de ~olumnas 

que se denotan m y n. 

En el estudio de los modelos matriciales nos intel'esan solo las matrices 

'cuadradas o sea las que tienen igual cantidad de filas que de columnas, v.g.: 

r 
:3 

c= 8 

~l3 

-5 
/ 

2/ 

4 

·9 

14 

26 

1 
I 

(matriz cuadrada de' orden 3) (3 x 3) 

y los vectores columna (tienen una sola columna) p. ej.: 

(3xl) 

El signifi,cado de estos arreglos se vera claramel'te cuan ca ehtremos en 
" 

materia, para 10 cual definiremos algunas operaCiOtlé:SCOn matrices: 

Suma (resta): Para E.'lmar ·(restar) dos matrices se suman (restan) SUb com­

ponentes homologos: 

, \ 
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". 
. 

Gomo ejemplo: 

[
3 AJ r7. 81 [10 
5 6 + L 9 101 = 14 

121 
16J 

Obviamente para poder sumar. o restar dos matrices, es-cas tienen que ser 

del mismo arde.n (tamaño). 

Igualdad: Dos matrices son iguales cuando 10 son todos sus elementos: 

a) Por un escalar (un:número)' 

011 0 12 0 10 
1 kOIl kOl2 ka,,; I 

¡ 

°21 °22 (l:20 
I k021 k022 ko20 

·1 k-A: k·, ::: 

I 

lomo °m2 amo ko m, kam2 kamn 

b) Por un vector colu~na., 

CQndicion: El vector tiene 'que tener tantos elementos (filas) como CJ,lum­

nas tiene la matri7.. (T:tenenque ser cou':ormables) •. 
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Cada elemento del vector resultante es la sum~ de los productos de 

los elementos de cada fila por sus homo10gos del vector. 

\ 
Ej.:l1atriz de 3 x 3 por vector 3 x 1. 

o" ° 2' • I °13 'el el 0 11 + CilI2"~013 m 

·°21 °22 °23 C2 = CI 021 + e;P22-+c3023 es un vector n 

0 31 ~2 0 33 e 3 C10 31+ c20~Cjl33 

(3X3) (3Xn (3XI) 
,c) ,Por otra matriz cuadrada .. 

AxB fOil .012 1 fbli bl2 

1" 
f~"b"+OI2 b2l

, 
Gil 

= 
n;" j X L h

2i 
n_o h n 

l '~I "1 
(),~ b¡¡¿(te,¿ b,,¡ -~l 

.~-

d) Potenciacion' (o multiplicac:-ion sucesivas)~ 

.' 2 . Ax A = A . , , --------

P 

; 

bI2+012b~H m ,. 

bl(:+.o,)~,c:, . p 
.... :J L 

~l 
"'1J 

En general la multiplicación no es comutativa " sea'que A x B ';B x A 

por eso se habla de premu1tiplicar o postmu1tip~.icar, como ejemplo: 

A X B = [l' 2] >; [$" b 'l = [19 22] 
3 4 7 8 43 50, 

, B XA = [5 . 6] X [1 2 '] = [.23 34.] 
7 B 3 4 '31. 46 

. 
f /\X B 

~'-t-
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OTRAS DEFINICIONES: 

Diagonal principal: Esta' formada' pOr los elementos de la diagonal partien 

do del elemento a11-

Es la diagonal De una matriz cuadrada. 

Subdiagona1'inferior: E~ta formada por les elementos inmediatamente deba­

jo de los anteriores. 

• 

• 

..1 

Matriz unidéHl .-" "identidad: Se representa o :!Jor I y ti.ene "unos" en la dii.80 -

na1 ' principal y son' ceros los demas elementos. 

O 0---°1 
O ~--'- ~I 1= 
O O ,---o 

, I I l. ~,I ti I 1, ..... I 
O O ~ -- - ~J 

Se cumple que A x 1 ~ I x A = A 

Inversa de una matriz c'Jadrada: La noción intuitiva es similar a la de 

números,' p. ej., d;;1 numero 178 su inven:a es 178",,1 tal que 178 x 17R-1 
= 'lo 

.1 1 1 
Con matrices", A es 1':1 inversa de A si A- x: A = l· = A x A- , siendo 1 la 

matriz identidad. 
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. 
. ' 

No todas las matrices tienen inversa, pero si la' tienen esta. es úni-

ca •. 

Solo nos interesa aquí 1a~ inversa de una matriz diagonal, que defini­

remos. 

kl O O l/k. b O 
,. 

A= ·51 O k2 O es -1 A : O l/k2 O 

O O k3 O O I/k3 -

Determinantes: 

Los determinantes existen solo para las matrices cuadradas. 

Su notacion es dOB.barras verticales encerrando .... a ia matri7. 1 ¡-'f I 
.~ .. 

! 

Un determinante es un escalar, es un polinomio ¿e los elementos de una 
•. ~,I' 

tilatriz..cuadrqda. ./ 

Para obtener el valor del determinante se mu1ti.plican los elementos 

apropiados de M corregidos por + 6--.1. 

Definiciones formales pueden verse en Searle(1966) o Gantmacher (1977).. 

Aquí veremos s6lo dos ejempl~s. El determinante de una matriz genera­

lizada de 2 x 2, si; 

[011 
0

12 ] " A: 
021 022 

Es: 

lAr:. °11 °22 012 G21 
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Para una matriz de tercer orden: 
I • , 

~IJ °\2 °\3 

A= ° 2\ °22 °23 

°3\ 032 033 

Su determinante se obtiene por ex~ansion, en este caso por la primera 

fila~(ixpandi~ndo por, cualquier fila o colum~a se obtiene identico resultado):' 

Estos determinantes de 2 x 2 se resuelven como el caso anterior~ 

El resultado final sera: 
'~ 

A :: 0U" °'-2°33- 01\ 03l'023 ~ 0\2 ° 2\ 033 + 0\2 023 °3\ + 0'3 °2\ 032 - 0\3 022 031 
;; 

IV. MODELOS MATRICIALES. 

Con estos elementos entramos ahora al ectudio de los J11odelos matriciale,s. 

Es común encontrar en el ana1isis dinanico de poblaciones a la edad CUl.l0 

variable fundamental, y tiene sus fuertes !..:lzones, pero a veces conviene to­

mar otras variables que condicionan con mas peso la capacidad reproductiv?,; o 

'la mortalidad. 

Puede ocurrir que la ontogenia del indivíc,uo sea por. estadíos, por ej.: 

huevo' - larva - ninfa -, ,'~du1to, donde los ~)arametros dinamicos varían dras­

ticamente de uno a otro estadío. Evidentp.mente trabaj ar con una escala d(~ 

tiE7mpos (edad8s) en este caso no conviene. 

Un ejemplo en vegetales sería: Semilla - :,Jlantula - planta. 
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En lugar de utilizar la edad, podemos usar en torma mas conveniente esta 

diferencia de categorías. 

Un caso interesante se puede presentar cuando en la. especie en estudio la 

ca~acidad reproductiva ectá fuertemente asociada al peso corpora1.- como en 

el ovino aqulto - y e~ este caso, en lugar de una escala de edades tomamos 

una escala de peso ,o ' estados corporales. 

Sin embargo, en muchas de las poblaciones que, el hombre pretende conocer 

y manejar, la edad es, la variable más importante y evaluable a traves de dis­
! 

tintas tecnicas (marcado, dientes, peso 'del01cristalino;t etc.). 

Haremos aquí una disgresión acerca de la diferencia en el estudio de la di 

namica de poblaciones ce animales domésticos y silvestr.es. 

cian de los valores de ~llpervivencüi y fertilidad: me¿',iante modíficaciones y 

control del ambiente para evitar sus fluctuaciones y los D10i.Jentos de stress, 

concentrar los pulsos reproductivos, etc. El análisi::; dinamico de domesticas 

es casi exacto: los límites de la población estan pe!:~ectaI'!entedefinidos (por 

. ej. alambrados), se corocen los procesos de inmigrac:i.on y emigración, se puede 

conocer la distribución de edades con exactitud'y en g~nera1 se posee mucha in 

formación de buena calidad. 

Pero ,tengase bien en cuenta que para analizar la dinamica de ambaspoblaci~ 

nes - domésticos ó silvestres -- necesitamos.la misma .:antidad ¿e información, 

la cual en silvestres eFJ geI1era1mente (por no decir siempre) de inferior cali­

dad y obtenible en menor cantidad. Es por eso que se aconseja ~rudenci~ en ~r~ 

tender hacer modelos determinísticos (mas adelante hdtlaremos de procesos esto­

cásticos) con fauna y en las decisiones de manejo que se toman a partir de los 

resultados del a~'alisis üinamico. 

Habiendo hecho estas observaciones entraremos a an:l1izar los mode10smatri-

," 
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ciales de dinámica poblB;c~pna,l~' . 

Inicialmente, para introducirnos en el ~etodo, utilizaremos un modelo sim­

plificado .que, aunque irreal, nos permitira comprender la base de los meto­

dos matriciales. 

. Es así qu~ comenzaremos bajo las siguientes: restricciones: 

1) Tomamos en el estudio solamente (~n un principioL la fracción hembra de la 

poblac:i.:ón, pEtra simplificar el analisis y porq~e es habitualmente la que con 

diciona la dinámica total de la ~oblación. 

Esto equi.vale a decir que consideramos que siempre hay 'machos suficien-­

tes para fec'.mdar a las hembras, luego, 1k~ f ert i1 id:0..::d~ que se hablara es la 

intrínseca ue estas~ 

, .-' .,. 
2) °Diremosigt1!tlmente que la probabilidaddeo,r~producirse o sob::;-evj.yires .~:1,l,n-

cien de la eoad y que e'~tos parámetros no estan afec.tados por la densidád 

0(0 c:antidad total di indivíduos), 10 cual ocurre .generalmente en las etapas 

i:~icoiales de colonización. 

3) Nuestra esp.:!cie es iterópara y se reproc'.1ce por pulsos en instantes bien de­

finidos; ht unidad de tiempo discreto la i.:oniamos como el lapso entre do.:; pe­

ríodos reproductivos. (p.ej. guanaco y i año). 

04) Postularemos tambien que los factores dOe1 ambiente que determinan, conj'.mta­

mente con los internos de la especie, el válor de. los parametros feCundidad 

'y supervivencfa no se modifican a l~ larg?del tiempo con 10 cual estos va-

lores permanecen constantes. 

5) La pobleci6n no suf~e procésos de migraci6n y 

.. 
6)' Ningún indh-íd~o se reprnduceó vive mas ,le ¡'m"-años •. 
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Habiendo definido estas bases de simplificación, supongamos que nos encon­

tramos en el, instante t, y definimos la estructura o conformación actual de 

la población (por edades} en forma de únvector' N
t

• 

no 

ni 

n2-
t 

Nt = 
I 
I 
t n· 
l' 
I 
I 
I 
nm 

..3 __ ""..... .. ....,. . ~ 1 ,.. ... 4 .. ... .. .. 

... ~ •• ~~ uo_~ ','1' ,H2 ,··· Lcp,~c~!~l'-ál1.l.U" .LllULV.l.UUV::; \.Le Cé!ut:;UéiU - ue ne!!!o:raS) ue -!OC 'P.2 . 

'~~~, blación que pert,enecen a eaaa clase de edad. p. ej. n
2 

Ílldica la totalidadd'e in-

q.ivíduos (Recordar' 'que aquí en mas', cuando hablamos de indivíduos estamos sena­

lando a las 'hembras de la población), que tienen entre 2y 3 años. 

Como ningún indivíduo vive mas de m anos, n es la cantidad en hembras que 
m 

pertenece~ a la última clase de edad (edad m a m + 1). 

Generalizando, n. t es la cantidad de individuos qu~ estan en la clase 1 
~, 

(edad entre i', i +- -1) en el instante t: y Ln" es, 19. suma de todos ios _ _ " ~,t 

componentes: del vector o sea el tamaño total de la pob1aci6n o la cantidad 

total de indivídU:os .. Nt:. 

" 
Recordando mu1tip1icad,on de matrices por vectores cc.nstruiremos la matriz 

que nos ele la estructura N
t
+1 al añ::> sigu;i.ente (t+1). 

\ 

,Esta matri~ 11 - n\atriz de Les1ie 6 ~'tlatriz de proyecd on de pob1a"cion - ten-

dra la forma: 

... ~ 
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fo f,--:---.:.fm_, fm 
I 

1 

~ 0-------1 
I 

O 

M 
I 

= o R------I o 
I 11 , ·1 I 
I 1 I l·' I 
I I " .1 

., 
I I ., I I 
l' I , 1 I 
L--L----~p. o 

m-I 

Donde las f. representan un factor de fertilidad asociado a cada edad (i= 
:1 

O,l, ...... ,m~ y las Pi las probabilidades de 5\1pervivencia asociadas a cad~ 
o" 

clase de edad (i= O,1, ...... ,m-1),. 

. Las definic lones dadas por Les1ie a los a1ementos de la matriz son las 'si­

guientes: 

". 

P.: !'robabH:idaJ qua' Úr'La. h""üibraod""é:dad' i '(i: a -i+l) Ct"L el tiempo t- es\:é'vi­
:1 

" f .: 
:1 

va en la clase de edad i+1 (i+1 a í+2) en el tiempo t+1. 
~ 

( 

Cantidad 

de edad 

po t+L 

i 

/. 

de hijas producidas, en el intervalo t a t+1 por las hemb-~'as 

(i 'a i+1) J que llegan a vivas en su clase· (0-1 año} al tiei:n~ 

El valor de Pi es siempres menor o igual a. 1, y, en principio los va1o-res 

de f
i 

son positivos .0 nulos. (Existen casos con f
i
< O pero son dificuJ to.sos 

de ser tratadcs matemáticamente; ,p.ej. los casos de canibalismo). 

La comprem,ion de este valor de f i puede' ser un 'poco compleja y sera .-"xp1i-
" cada mas ade1a_"lte. Por ahora entendemos que es un factor asociado a la ferti-

lidad de cada clase de edad. 

Esta matriz, múltip1icada por el vector ilctüa1 de poJ:¡lacion N
t 

nos d:: el 

vector N~+l del año siguiente. 
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N
ttl 

= 11 •. N
t 

En efecto, al ser: (tomamos un ej enip10 de 3 x 3) 

1 I 

f. fl f2 foho+f¡nl+f2n2 
I 

.0 f no no 

Po O O 

x l ~~ = no Po' nI 

O PI O l nI PI n2 t+1 

las tres cqmponentes· (f . ., R.) de la . primera fila del vector resu1tallte. es 
lo 1. -. 

el aporte de crías que e:::eétúan las hembras de cada clase de edad,. y, los.,' 

n.. . p. es ia cantidad' de. indivíduos de la clase i mult:iplicado por su pro-
Al. . l.. 

babilidad de 'sobrevivir l"asta el proximo .período. 

Para familiarizarnos ~~o,n estetip.o ft~ matrices tumemos como ajeiü.p10 el C3.-
• l •. :.'. ~ • - ....... : 

;5v ut: uUa t:$f1ecie hiput¡;tica que vive hasta cinco añós' (hasta cla.se 4), alca~ 

za la pubertad luego del primer á~o, con los siguientes.~factores de fecundidad: 
- .......: .. 

(relación de f?exos al nacimiento·l: 1) • 

factor 
f; , 

/" 

o 

.60 

j-. -"~.60 · .' '.·~.50 
·~O . -· ..... 40 /'" ........... 30 

· / '.- 25 .., ..... -- . 
/' -~ //20 

./ . 
4· edad 

y las sig~ientes probabilidades de s\,.lpervivercia: 

___ Factor de fertilidad 
total (<1+ ~) 

... ---' .. Factor de fertilidad 
en producción de críos ~ 

.',J; 
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# 1.00 t--..------------------.90=;. ___ .90 

. /'- '~;80' 
·.70 

.00 
edad 

. ])igamos que. nuestra estructura inical en el tiempo t para la poblaci~nj.es 

(lOO,IOOt·~OQ.:i,O'O',lOO) para la cant;idadde indivíduos en cada clase de edaJ.en­

·tre la O y la 4. ,. 

Censtruimol:> la ml'P Y operamos, o sea pre1l.li.lltiplicamos el vector 
" 

l~ !!!.r~~ " 
.' .' 

---.~:. . 
.o, 

.' / 

r .20 040 .30 .25 \OOT 115 10 

. 
O 1001· 70 .70 O O O 

¡-
O .90 O O O X 100 :: 90 

O O. .90, O O 100 90 

O O O. .80 O 100 80 
t t+1 

-:"t 

. De esta mar.:ra obtenemos la estructura en el tiempo t + 1. ~ 
t 

-;. 

inicial Dor 

Para obtene-r la estructura' del año siguiente Ct+2) procedemos de la misma 

manera y obter.,:mos: 

• 

 



I ., 
¡ 
! 

20. 97. 85 

80 68 

, • Nt+3~ Nt +2 = 63· . para t+3 sera 64 

81· 57 

72 65 •.. 

En general: 

: NI = M NO' 

. 2 
• N2~ M Nt fv1 M No M No 

.............. ,! • .......... 

, 
que es la ecuacion vector·ta1 de la dinamica de una poblaciár que 'S-e~.reproduce 

/ 

por .pulsos de período "1" y nos define la estructura d(~ la población luego de 

"t" períodos ;l partir det = O. 

Al hablar de estructura. de una poblacion estamOs d,-::;!.iniendo la cantidad de 

indivíduos y su calidad, o sea su pertenencia a determinada clase le edad. 

En otras palabras, 1;>. estructura de una población e:;ta deterrLlinooa por un 

vectorcolu~pa que tiene como elementos la cantidad d~ indivíduos que perten~-
;, 

cen a cada clase de edari. Obviamente, sumando todos l'IS elementos de este vec . 
tor, tendremos la poblaci6n total (por ahora de hembra', solamente). 

v •. EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD ESTRUCTURAL. 

Nos puede ~nteresar, ¡ despu¡s veremos porqu6, .saber si se llega a una dis 

trib;'ci6n estable de eda,-~es o sea, que aunque la p,.,blac:lon aUMente o dist'linuya, 

• 
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la proporción relativa de. 'cada clase de edad permanece constante: 

O¡,t ni,,;, ' 

L.'n l" r.nl.~+' 
o lo que es lo mismo: 

efe 
n. t 1, ' 

Recordemos que L n. t es la suma de todcs los indivíduos de todas las 
1., 

clases de edad tomadas en el '-ir..stante "t" ,( la suma de los elementos d:l 

vector población N
t
). 

Podemos imaginarnos en este caso que la estructura (supongamosla piramidal) 

crece de la sigl;liente forma: 

/ I 
4 

" / ~'J 
't I / 
~ 2 /7''------;1-----; 

I I~---/~/------~ 
o--~~---J--------_r--~---------

t-l-I t 

9', 
manteniendo las ·rela,ciones· antes citadas. 

(, 

Este hecho puede describirse en forma matr,icia1 como si la matriz fuera 

reemplaza9a ~or una constante (escalar) ya que su efecto es el mismo, o sea: 

= equivalente a: Constante • N 
t 
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.. 
En este caso, si nuestra poblacio.n tiene estabilidad estructural, su evolu­

ción -o su dinamica - queda caracterizada por la ecuación anterior, donde a la 

constante la llameremos A:. 

Nt +l = A .. N' 
t 

En otras palabras, l!lego que se alcanza (si se a1canzal la estabilidad estruc­

tural - estructura estable de edades -' este \ toma el lugar de la matriz M. 

, 
Recordando la ecuacion (1) de la pagina 

tructura estable en t = O sera: 
.. 

.' t 
N = NO • A t . 

,-o 20 .!.'j~.. ':!, y si partimos de unaes- . 

Si a este A le damos el valor e r y reemplazamos nos queda: 

...-t­= N. ........ e 
\J . 

",¡' 9 

~ .. 

que evidentemente'nos recuerda 1a~ecuación c1asica de la dinamica contínua que 

vimos en el capítulo 1, como integral de la conocida d~ ! dt = r.N. 

En suma, sin perder de vista la diferencia entre lns modelos determinísti­

cos cont=-nuos y discretos ,toda población que haya alcanzado una estructurél.· es 

tab1e se comporta COmo dicta la teoría clasica de la dinámica de poblaciones. 

Este hecho abre perspectivas de análisis muy interesantes a partir de la 

pregunta; 

¿Existe en. nuestra población, cuya dinamica está caracterizada por la ~on­

formacic:l de su matriz H; una estructura estab1ejl., ta~. que: 

(2) 

.. ; ". 
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En álgebra matricial esta ecuacion corresponde a la definicion de los va-

16res propios (A) y ~ectores propios (;0 de la matriz H. (~ambién se llaman 

eigenva1ues' y eigenvectors o rt;líces y vectores latentes). 

Estos valores surgen de la reso1ucion de la ecuación vectorial (2) y son 

importantes pues definen comportamientos.basicos de las poblaciones en estudio. 

Si estos va:'ores (A) y vectores <jA-) exhten tal que satisfacen la ecuación 

(2), esta puedp. escribirse como (Searle, 1966): 

(1 es la m~triz identidad)~ 

Esta ecuacicn tiene solución distinta d.:!:~,a· trivial solo si el determinante 

,del sistema es nulo. ósea: 

, / JM-AII=o (3) 

. Esta ecuación se llama ecuación caract.eríft.ica ó secular. 

Su resolución nos dara los valores de Ay fi buscados. 

Para compr.ender la resolución de una eCt~ac,ión del tipo de la anterior E!.i em­

plificaremos con una matriz. mpp de 3 x 3 para enconttiElr.los valores de A'. 
-:-

La ecuación (3) desarrollada es, en este caso: -;, 

fo fl fz O O 

1i 
~ 

O O A O O O Po 

J 

= 

O ~ O O· O i" 

• 

 



,24 

fo t. fz A o :1 fo-'\ fl f2 

Po o o o A - Po -A o o 

o PI o o o AJ o PI -A 

'Desarrollando o exp~ndiendo este determinante como'vimos en capítulo III 

nos queda una ecuacion· de tercer grado en A: 

r-~ '0] 
p. -A 

-p o 

Operando: 

Luego: 

O lo que es 10 mismo: 

[
ti f~] +- O 

P
I

-)., . 

/ 
." / 

Esta ecuacion de tercer grado (pues en el ej~mplu trabajamos con una matriz 

de orden 3) tendra tres raíces Ao,A
I 

YAz 

. Los calculo s para obtener los \ se hace generalmente con una, computadora, 

para mat.rices de cualquier orden y_ que ademas de' los autovalores A nos da los 

~utóvectores j.J... asociados .a cada uno de ellos. 

Estas matrices de Les1ie cumplen con ciertos teoremas del algebra matricial 

y Syke.; (1969) demuestra que siempre uno de los va101es propios ( Ao ) cumple 
I 

con las siguientes propiedades: 

a) Ao es real 
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e) Este Ao es mayor o igual que el valor absoiuto (se indica con dos 

barras verticales) de todos los otros autovalores: 

--~ --

.-'-

A este Ao Be 10 llama raíz latente - o valor pr?pio - dominante y al vec­

tor }f.o asociado a este Ao se 10 denomina estructura estable • 

. ·E,ste vector existe siemp:-e y es característico de nuestra población 'yaque 

la matriz H eGta conformada por las características vitales f y p de la yoJ)la-

cion en estud:'o. 

Al existir ,~iempre )1.0 esto nos indica que se llega a una estructura estable 

~~- ------~~-~~, ~"'''''''; -""~-":":t~-""'-""'-:'_~j·· 

En otras pa1ahas: teniendo en cuenta los postulados iniciales· (constancüi.ó del 
-'+~ 

~mbi'ente, etc.) y partiendo de cualquier est .. ructura inicial 11egare1'!los a la es-

tabi1idad estru¿tura1 sí dejamos pasar' suficiente 

l.'iodos, t grande en la ecuaci6n Nt = M
t 

•. 1~O)." 
cantidad de tiemno (mur.f~s pe-

Estos· vale. res Ao son MUy útiles, pues conociendo - ,ó estimando - los f:¡:: y 

p. y construy.::nao la matriz 11, caracterizan el comportamierito dinamico en,esta-
1. 

bilidad de mfestra población (siempre con 'las hipótesis y postulaq.os de que ha-

blamos al principio). 

. -;1 

Si Ao )1 la población 

Si A =1 o 
.' la pob1acion 

Si Ao <1 :Ca población 

crece (recordar 

es estacionaria 

decrece. 

:t-\ 
(y 

= At
• NO) 

estable, por supuesto) 
~ 

r 
Recordando que A = e o sea 1n A = r, la equivalencia con los mode1os.cltisi. 

cos contínuos '-~s: 

• 

• 
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~o ) 1 r ) O 

~o::: 1 r = O 

.~ < 1 r ( O 

. . 

La rela.cian del raíz latente dominante - con los otros auto~alores 

nos da una idea de la sensibilidac1 'de nuestra población a un apartamiento de 

la estabilidad o la respuesta a una perturbación: 

Si a) ~o »1\1; I\I..~ , la población es muy estable y tiende rapidamente a 

una reestabilizacian de su estructura luego de sufrir una perturbacian • . . 
" luego de una perturbación se llega lentamente y 

. . 
. con 'oscilaciones importantes a J,a estabilidad •. 

c} En alguno·s caS05. muy oa!:'ticulares en la· teoría. aparentemente existen-
, ' . 

. tes en la realidad, cuando' la especie tiene un; comportamt9.nto reproduc-
. . 

tivo, tal que la primel:'a.fila de la matriz 'quede conformada de forma pe-- _. 
riadica (por ejemplo: 0'0 f 2 O O f S ),. el v-:ilor absoluto de los madulos 

de' los primeros autovalores es igual.y existe ;;un comportami.c.nto cíclico' 

oscilante con período igual al número de raíce's iguales. 

VI. MODELOS MAS COMPLEJOS Y REALES. 

En este capítulo t~'ataremos de acercarnos al analisis de. los' procesos mas 

reales que ocurren COL las poblaciones en la naturaleza • 

. ' 
Para ello introduciremos algunas modificaciones en el modelo elemental pre-

~ 

sentado anteriormente. El estudiQ y manipulación de estos modelos mas comple-

jos f!OS puede ayudar ~ comprender al~nos aspectos de la din?mica de poblacio­

nes reales: 

a) Incorporación de los machos en el.an~lisis. 

, .. 
,t· 
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En muchos casos nos interesa conocer la evolución total de la población 

teniendo en cuenta tambien a los machos. Esto sucede habitualmente cuando 

trabajamos con modelos d~nsodependientes; cuando existe mortalidad diferen­

cíal, relación de sexos distinta de 1:1, cuando la etología de la especie 

es compleja - principalmente durante la reproduccion-y cuando la especie va 

a ser sometida a algún tipo de explotacie.n, por nombrar algunos casos. 

Es posibl e trabajar con dos matrices interactuantes - de hembras y de 

'Dlélchos'- pero generalmente es mas claro· utilizar una só1a matriz y un sólo 

vector pob1a~ion. 

. 
• EstevecLor lo definimos de la siguiente forma: 

rno~ no ¿. 

tt'Q 
, . 

',ln;¿ ' ........ .. 

I 
Nt= I 

f I 

DI? 

nI ¿ 
I 
I 
& 

nm ? 
nÍ! ¿ 

t (suponemos m = n). 

Donde nI ~ es el -número de hembras de ch.se i (edad entre i e i+l) y .:3.ua-

10gam~nte ni d es la can.tidad de machos de clase i. 

Este vector nos representa la estructur;:¡'. de la i>oblaci6n ~n sus dos frac 

ciones - hembra y macho:" en cada instante (m: longevidad 9 ; n: longevidad. 

cf). 

Podemos d~finir entonces los siguientes parámetros: 
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F. Fertilidad de las madres de clase "i"en producción de machos. 
l. , 

f. Idem para la producción de crías hembra. 
l. 

Suponemos aquí que hay relación de sexos al nacimiento distinta 'de 1:1, 
, 1 

si la proporción es precisamente 1:1 sera F. = F = -2 de la fertilidad to­
l.' -± 

tal por clases. 

. 
Si existe mortalidad diferencial entre sexos - generalmente es así cuando 

hay relación de sexos distinta, de 1;). definimos: 

.p. ?robabi'lidad de su.pervivencia de los machos de ~lase "i". 
l., 

p. ~ Idem para las he-.n'bras de clase ":t" 
l. 

Postulamos aún que siempre hay machos suficientes para fecundar a las 

intrínseca~ 
'/ 

Con estos valores definidos construimos la matri? (por sencillez damos 

un ej emplo· con 3 clases de edad} y operamos con el vector !:!t para obtener la 

estructura de la pob.1~ción en el tiempo t+1 (Nt +l ). 

Donde 

fo O f¡"o f2 O 

Foo f.o F;O 

Po O O ,O O O 

O Po0, O O O 

O O PI' O e O 

O e.), p. O O 

y ;¿ 

no~ fo nO!jl-f,{ nl~ +-f2 n2~ 

nocf Fono~ +F. nl~+ F2n2~ 

nl~' ... P" no~ _"f_ 

nlcf Pe, no! 

n2<f ,p{ nl9 
n2c! P. n Id' 

~ 

t t+¡ 
Nt Nt+1 

F¡ ni~ = (neo') t t I 

(Estas dos e¿uaciones 3 veces d8 ~restan a confusi6n, ya que en el primer 

\. 

.. 
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termino de ambas aparece n. ,pero recordar que las que producen las 
1.~ 

crías son las hembras, sean sus hijos machos o hembras). 

De esta manera, igual que anteriormente, podemos observar la dinamica 

de la pob1acion pero separada en sus fracciones hembra y macho. 

Cuando' existe condic:i,on9-miento de la fertilidad de las hembras envir"';' 

tud de la cantidad de .machos y su estruct'lra de edades; puede trabaj arse 

con estas matrices pero haciendo F. y f. variables en funcion de caracte-
1. l. 

r!sticas cua1icuantitativas del vector d~maclios • 

. 
b) Hembras postreproductivas 

Volviendo a ·la matriz clásica (solo sf~~onsideran .las hembras) paró.a­

nalizar la dinámica no hemos tenido en cuen:ta las que estan en edad pos :re 

productiva. {d.efinidas como aquellas que p.::::_r la edad v;:¡ h;::¡n <>e;nr<>rl-::-

ceso dinami"co. Desde el punto de vista.del álgebra matricial es necesa1:"io 

trabajar de este modo pues si no la matri~ es singular (su determinante es 

·nu10) y es imposible la operación. 

Pero dado que estas intervienen en la ca;ntidad total de individuos de 

la poblacion y en consecuencia en su relé.cion con la c.apacidad de carg?. 

del sistema, las podemos incorporar. 

La forma de operar e~ la siguiente: 

Con la matriz no singular (solo hasta la ultima edad reproductiva) Et' 
~ 

obtienen los aucovalores y autovectores y se realizan los analisis necesa-

rios, luego, en la próye('cion de la pob1arian, se multiplica cada vector 

resultante por una matriz de. post-reproductiva~ que cont;ene en su dingo­

nfl1 principal "unos" para lasclase:-.¡ reproductivas. y lé':s' p ~ c€lrrespondit'n-
1. 

tes par~ las últimas clases no reprodu~tivas. Aunque en forma somera, ya· 
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que es un poco mas complejo, es esta una manera de operar. 

Cuando la especie vive muchos períodos (años} y ¡a población bajo estu 

dio es creciente (>. > I ) generalmente los indivíduos de las últimas cla­

ses de edad son pocos ya que habitualmente sus p. son bajos y la cantidad 1. 
que llegan a la primera edad no reproductiva'es: 

, 
. npostreprod.= no':V PI 

.. 

Siendo r la última edad fertil y . 

ademas es siempre p. ~ 1. 
1. 

En estos casos 108 erroresquc: se cometen al despr.eciarla es general-o 

.mente pequeño pero en 'el caso de algunas poblacionés (hombre en ciertos pai 

ses) y en la mayoríe de las poblaciones dec1inantes.1a represe~taci6n de la 

cantidad de las últimas clases puede ser grande y debe ser tomada en cuenta. 

cJ ~...iltriz -,;..' 

./ 

. Muchas veces nos puede iuteresar como era la pob_1aciórt en el pasado que 

dio orig.en a la actual. En este caBO; recordando- matrices inversas es: 

~1 
Nt _.= M . Nt _ 

N = M-1 ~ ~ • . N y as1. suc.e~~vamente . t-2 . t-. 

En el caso de po.'Jlaciones nO estabilizadas no se' puede ir muy atras en 

el tiempo pues pued.~n aparecer vectores con elementos negativos. 

d) Ma~rices variables. 

Otro caso interepante de lrdtar·ocurre cuando 1a acciéin del ambiente so­

bre las características f y p de la población es ~arcada y posible de cono­

cer o estimar. 

. . 
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En este ~aso se reemplaza a la..matrizM por otras A-B-C- ••• que corres-
.. ~.,.:S,:,--:--.. ~.:-~':M _ ~~.~~ ~:. ~ ,. ~.~ .... ...,.. 

ponden a ca~a período y·cada una. de ellas con los valores de f y p corres-

pondientes ~ su interaccion con el ambiente en cada uno de estos períodos. 

Si la secuencia de ocurrencia de e·stos períodos es cono~ida, así tambien 

como las 'Dlatrices corre~pondientes sera, por ej. para una secuencia: A-B~A-

e-e ..... 

Nt+l = A.Nt 

.. Nt+2 = B.Nt+l = B:A.Nt 

Nt+3 = A.Nt +2 = A.B.A.Nt 

e-e •••••••••••••••••••••• 

Otro caso en que se puede trabajar cap. matrices variables -siempre a 

zar la acción del ambiente. sobre los pará··netros f y. p con los valores de 

estos, y silllular el 8rden de ocurrencia m¿diante su asignacion al azar con 

una probabilidad determinada. Ej emplifi.::ando: caracterizamos a los p;~:r'Í:o­

dos (Jiños) como buenos - medios - malos y construimos las matrices con Jos; 

valores de f y p correspondientes, .luego, de acuerdo a la informacioLl dis­

ponible asignamos una probabilidad de cO:1currencia a cada año, p. é':;. bueno 

1/4, medio 1/2 y malo 114 y con estas pr'jbabilidades asociadas a cada ¡,erío 

do generamos al azar la serie correspondiente. 

Estos procesos son interesantes y uti.les de real~zar pues nos pone .(:n 

claro -aunqu'e el efecto medio ¡ de las matrices sea el mismo- que la alp.:tto-
I 

riedad modifica profundamenteilas caracte.rísticas de la evéilucion dé la po­
i 

blacion. , 

¡ 
¡ 

Otra forma de proceder es mediante 1::1 introducción de un factor aleato-
. '·1 

i· rio acotado que influya (generalmente multiplicando o dividiendo) sobre los 
.1 

valores f i y Pi de lamatriz.?riginaLLa s1mulacion con este tipo de mat;.ices 
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nos ayuda claramente a comprender la diferencia entre los procesos !dolo- ' 

gicos y los matemáticos, aunque la esp.eranza matemática de los valores alea­

torizados sea igual a los de la matriz const'ante.' 

el Densodependencia. 

Hasta ahora habíamos analizado la dinámica de poblacidnesen las cuales' 

se permit1a el libre crecimiento. De todas.maneras, los datos de f y p ob­

tenidos acampo -salvo que la población este en las etapas iniciales de co­

lonizacion-, tienen por sí incluí do el. efecto de de:nsodependencia. 
," 

No debe confund-irse sin embargo la dHerencia ~ntre ambos mod.elos • . , 

Sus sensibilidades a perturbaciones son distin~as, así como su contexto 

conceptual. 

Lo ideal es conocer para la especie en estudio sus valores f. y p. en 
3.. 3.. 

condiciones de satun,¿ion (N~endiendo o cerca de K1 y, de areas vecinas, 

información que provenga de poblaciones en condiciones, ,reales o provocadas, 

de colonizacion. 

Con estos elementos es posible que puedan constJ:'1.lirse modeJos densidad-. . . , 

dependiente de cuyo analisis puedan extraerse cr;mclusiones de valor y for­

marnos un juicio mas acertado acerca del comportamiento din.s.mico de la pobla 
.... 

C3..on. 

Los conceptos de densodependencia ya los hemos. visto en el capítulo II 

al tratar el modelo logístico contínuo. En el calculo discreto, co~matri 

ces de proyeccion de ?oblaci0~, podemos incorporar. factores dE: densodepen­

dend:a que afecte!: ';;' los f. y p. de la matriz. 
. l. l. 

Tomamos aquí la densidad como prop~rcional a la canti~ad 'total de indi­

víduos que llamamos Nt (Nt = L n. 't' ). 
• ' l., 

 



':::- e 

,,' 

33 

La densidad que tomamos en cuenta puede ser la actual N
t

, la que hab1a 

el año anterior Nt _l , la que habIa cuando los indiv~duos de cada clase na-

cieron N' etc. o combinaciones de al~una de ellas. t-i-l' ~ 

Veamos un ejemplo sencillo: 

Supongamos 'que los valores def y p están deprimidos, (divididos) por un 

factor'q. t que depende de la densidad en ese instante y que esta densidad 
1, 

esta represel:ltada por la cantida!f total da indiVIduos Nt • 

~ Adem&s, para simplificar~ postulemos que este qtes el mismo para cualqüier 

"i" y que su accion es la misma sobre f (l sobre p. 
! 

A este q~ 10 podemos imaginar como una función lineal del número total de 

indiv!duos N' del tipo: 
t' 

= Ul 

Donde c es tlna constante > O. 

ConstrUImos una matriz Qt; matriz diagonal de los qt :~. 

f :. O 0---

Q- qt 0---
t- i¡ O Qt---

I , 
I 
I 

, 
I 

, 
~ 

Nuestra l.1ueva matriz de proyección M y3 no sera constante y, como el 

factor ~epre.sor qt ac~úa ,como divisor de los f i y Pi' nuestra matriz se'di ' 

función del tiempo ya que 1ó es de la der.sidad instantanea. RecordalJd') roa 

,trices diagonales inversas: 
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La evol1,lcion de l~ ~oblac:i:on en el tiempo se:.t;'g~ 

• Vemos que si: e = 0.. en la ecuacion (lL es qt :::; 1 Y Qt sera la 1Ilatri z 

unidad~ o·sea que estalnos en el caso densidad independiente. 

," 

La inyers'a de la matriz Q.t es~ 

r' 1/qt O 0--= 
-1 

Qt ,.. 
O 1~ 0--
I Iqt" ., I " ............ 

. 
"'.r 

Por analogia con los:procesos continuos poaemospe~sarque habrá uumu-' 

mento 6" en 'que la pob1.acion (N6 ) tienda a la capac:~rjad de carga del sis.,­

tema K •. · 

En este momento la población sera estacionaria (A~ = 1). Y para que esto 

ocurra los coeficientes qt de Qt deberan en este c?s~, ser iguales.al Ao 
(de la matriz M). 

Reemplazando en ,( 1 1 tendremos: 

"Ao = 1 + c • K 

y podemos aespejar para obtener la capacidad de carga K en fun~ion del~au­
túv~lor dominante .de l~ matriz ori~inal M y del factor de densodependencia 

"c'! •. 

~ - 1 
K 

o =---e 

• 
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De esta última ecuacion se desprende el resultadQ obvio que cuando ma-

yor sea la capacidad de crecimiento de nuestra población expresada a tra-

, ves del Ao de la matriz M, y menor sea el efecto de densidad dependiente 
-

por el cgeficiente c, mayor ser~ el tamaño a que llegara la poblaci6n. 

Leslie (19591 trabaja en un modelo mas complejo, similar al anterior 

donde q. t· es distinto para cada clase. de edad 10 cual significa que el e-1., 
fecto'de la densidad difiere en los distintos grupos de edad (la accion de 

la densidad nO.es la misma para todas las clases,de edad) y. tiene una doble 

dependencia: de la densidad en el momento (t) y la que babia cuando los in­

dividuos de cada clase de 'edad nacieron (J:~i-11. 

En~onc~ estos qi t seran; , .~. 

.:. Con a, b > O 

E~ este~ºd~lo se 1,pe~ ~1 ~~uili~~i~ ~Q~ ÜQ~~ld~1vll~s amorL1.guadas ·de­

. bido 'ál 'eier:tdio'dc ·r~tard0p:;;0yc.cad¿; . puia'/;:;;~\'::'i:i • 
-~.: 

/ 

El valor <le K al que se tiende 

fl .Matrices de estado. 

Muchas Veces en la practica no es posible conocer mediante t~bajo de: 

campo cada un.a de las f., .p. de las' distiD.l:as clases de edad, pero si pa---,. 1. 1.. . 
ra grupos q·.le abarquen va~ias clases. En '~se caso trabajamos con ·las :!.Hi-

madas matrices de estado Cstage piojection mat.). mediante el agrupamientO 
~ 

de'las clases eH estados. 

Con un ejemplo se vera claramente; es frecuente que de la especie en 

e~tudio 5010 Dodamos reconocer.a car"po' las d.fferen~ias entre v.g. las hem­

bras pr~púberes (juveniles), las primír1.ras; las adultas y las en edad 

• 

• 
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postreproductíva. Este reconocimiento puede ser por comportamiento, tama­

ño, color,'pe1aje, etc. 

Sin tomar en cuenta las hembras postreproductivas,·pues no aportan a 

la dinamica al no proveer crías,' tendremos en nuestro ejemplo tres grupos 

o estados para el ana1iwis: 

Estado O: Prepúberes (Fertilidad = O) 

Estado 1: Primíparas (Fertilidad = Y1) 

Estado 2: Adultas 

Conviene ac1arar.q.lea1 agrupar pet:demos información.pero reducimos el 

error de muestreo. CUé=.ndo mayor sea la desagregación en clases sera habi­

tualmente mayor el error con que se obtendrán 105 datos de f y p. 

solución ~ éompro.m~:so entre las' perdidas de información por agrupamiento 

y' el. error por desagre!p.ción. 

Siguiendo con el ej emp10, si tC'tIlamos' como antes tm período de un ano, 

existe ahora una cie~taprobaLi1idad de que un indiv~duo permanezca mas de 

un año en determinado estado •. 

A esta probaBilidad de permar • .'~cer en el mismo est~do. i a 1lama,mos .p .. . ~~ 

y a. la .probabilidad de cambiar de estado la l:¡'amamo$ p... O sino de otra-"­
~J 

forma: 

Probabilidad de permanecer 

p. .• Vil jProbabi 1.idad de cambiar de estado. 
Ij 

La forma g'enera1izé' la ele estas 1'\atrices es: 

• 
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fz ------

En el caso -bastante habitua1- que con' una correcta elección· del perío­

do y del agrupamiento, los indivíduosno puedan saltar estados ni retro ce-

der en los mismos esta matriz toma la forma: 

p +f f
l fa ---- 1 

00 o 

I POI PI! O - ----

.M = ____ J .. _ I·A,·· ..... n ? 
I .., r"';;: r~~ 

J 
... ~ ....... 

Li 
... 

I 
, , 

I " I " "' 

"donde solo 'existen los p" . y los p •. = ?". "+1" 
11 1J 1, 1 

Un caso típico de uti1izacion de est¿.<; matrices es cuando la espe~iq,~ 

cambia de estado propiamente dicho; ta."!. el caso de desarrollos por est~­

díos: huevo·-iarva-ninfa~adu1to. 

- . 

Otro caso" de comoda uii1izacion de esta tipo de matrices para el ani¡-

lisis dinamicó en vegetales es la difereTlciacion en semilla, p1antu1a .'1 

. planta. La 'única que tiene valor de f i O es el ú1,timo est<ado y la ·m.a~· 

triz queda conformada: 
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Poo' O fz 

I M = po. p.. O 
E 

P .. P¡z . Pzz 

D~l1~c!e poo es la probabilidad de no germinación de la semilla en el perío 

do considerado; PoI' es la probo de germinación y' los p .. yp .. siguientes 
1.1. 1.J ' 

son las probabilidades ue permanecer en el estado o pasar al siguiente. 

Con este punto finalizamos el estudio de los Céi.SOS más comunes de análi­

s·is y para cada caso en especial debe adoptarse ó ide.arse el modelo de aná­

lisis que mas conven;;:a a nu'estra posibilidad de ob;.ención de la' informaci6n 

. básica, sintéticamente f y p. 

. , 
VII. MANEJO. 

,U:JS eua 

les engloba toda~as posi~ilidades: 

a)' Tratamiento de un.":l. población pequeña o declinn~i;e para aumentar su den-, 

sidad (conservac:i.on) .. . ~ .. . '.-

, b} Tratamiento de l'!la poblaci6n muy densa o creci,ente para estabilizarla 

o reducir su denrddad (control) y: 

cl Explotación de una poblaci6n para extraerle un._rendimiento. 

(cos~cha sosteniJa). 

sostenido 

Siempre dentro d~, los modelos 'matriciales que 1'05 ocupan analizaremQs 

estas tres alternativas, como mayor detalle en la ~ltima de e11as.~ 

A} CONSERVACION. 

.' 
Como' prireer p~so, esto es general para ~uálquier análisis dinámico, 

se debe obtener.información acerca de los valores f. y ,p. de la poblacion 
1. 1. 

• 
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y censar para conocer o estimar la cantiuad de indivíduos por clase de 

edad "estado. Es importante yeri:l;;Lcar si ~xiste o no estabilidad es­

tructural en la población ya que la declinación observada puede deber­

s.e a los efectos retardados de una perturbación anterior y no a una de­

clinación estructural debido a disminuGiones permanentes en los valores 

de f y p. 

Con estos modelos matriciales es posible 'determinar la sensibilidad 

de nuestra poBlación a modificaciones en los f. o p .• 
~ ~ 

Nuestra accion sera -análisis .de cos·:to mediante- la que permita una 

mas rápida recuperación de·la población h$.staniveles aceptables. 

Este anihisis de sensibilidad' pueC:e hacerse en forma teórica o ID8-

di~mte la'sim!llaci5n en ccmput::!.dora. En esta simulad.on se estlJoi an: las 

alternat~vas resultantes de la modifit.:;ación (aumento) de los valore-~; de 

f i ~i ~obre los que es posible actuar en la practica. 

B)_ CONTROL. 

Cao<>n aquí. hacer 13.s mismas consideraciones que en el casO anterior 

respecto a los valore:5 de f, P y estabilidad estructural. Realizadü .el 

analizis .de sensibilidad se determina la fracción de la poblacion sobre 
/ 

la que se deoe actuar y sobre cual de. sus parámetrQs (f ó p) se ce~trará 

la acci¡)n par3; obteneí: la estabilización o el descenso de l-a- poblaclon. 

La diferencia fundamental en la respuesta es que las mod'ificaciunes 

en fi' son indepen?ientes de los va1or;?~; iniciales de f
i 

en tanto que el 

efecto p~úvocado por acciones en las Pi depende.oe los valores de P.: ori 

ginales (Demetrius, 1969).· 

e) EXPLOTAC'LON. 
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La explotación de una especie por parte. del hombre consiste general 

mente en la extracción de indivlduos de determinada~ clases de edad de 

una población. El hombre trata -ó debería· tratar- que la explotación 

que realiza no ponga en peligro la existencia de la especie y pretende 

que el beneficio obtenido sea el maximo. 

(Es interesante "el libro de Clark (1976). para estudiar los aspectos 

. bioeconómicosL 

Este maximo pued2 ser en cantidad de indivíduos, en oiomasa maxima 

extraída, ~n benefi~io economice máximo extrayendo de determinada clase 

de edad (la de maycr .valor), en optimizar la relación beneficio extraído 

. costo de extraccion, etc. 

Para la alternativa de extracción que ?e propcnga existen meto.dos -de 

o?ti:nizaci5n y, taw.bie.u, p~ra dcter~inar ~~al es -In. alterna.ti'la cntima 

de ex~raccion. Aqu! nos ocuparemos de expresar mediante mp? algunos ca­

sos de extracción (ti· cosechal~ 

1. Extraccion proporcional: 

Si recordamos que: 

= 

en el caso de extracción proporcional, en el instante t + 1 nuestra 

población estara representada ~or la ecuació~: 

= H 

Donde H es una matriz diagonal cuyos coeficientes corresponden a la 

proporción de indivrduos de cada clase de edad ~ue no extra~mos a 
sea que quedan en la población. Si: 

::; 
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.6 o 0----,.--

o t 
S' 0------

H = 
O O O -- -
1 
I 
I f ---., 

, ", .... , 

significa que extraemos el 40% de la primera clase de edad, el 20% 

de la segunda y ningan indivíduo de, :las demas. 

Este e~ el caso de hacer la extra.ccion luego de la reproduccir)n 

-smplificando el tema- pero podelLios pensar en realizarla antes (aun 

que intuitivamente nos demos cuenta. que no conviene, Doubleday CL975) 

10 d~uestra.1. En este caso es: 

Como criterio general se puede :¡f.,irmar que no es prudente act.1ar 

en e::ttraccion, ni siguiera simularla", en poblacior eS quena pres.:::nten 

una estructura estable o cerca d~ ella. 

En el siguiente ejemplo grafic0 se aprecia el porque. 

Supongamos que solo hemos reaiizado censos totales y no por ~la­

ses o estados 10 cual nos impide ~onocer la estructura de nuestra po­

blación, y que la cantidad de inchví.duos totales en estos censnses 

Nt + T . > N
t

, y !lOS inclina~os -'~'a que se cumple la desigualda( an­

terior- a efectuar una explotacior" del recurso. 

Esi:e aumento de la población puede s¡;r el resultado de estru-.:tu­

ras como en el grafico. 
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N, 

donde la parte rayada corresponde a las clas~s reproductivas. 

Si extraemos en este caso nos ~uede lleg&r a quedar una estructu­

ra áel tipo: 

que puede conducir a la extinción por la baja cantidad·de indivíduos. 

con cápacidad reproductiva. 

Otra precau.cion que debe ser tenida en cuenta es que en estos mo­

delos de tipo determinístico simples no se considera ·la variabilidad 

del ambiente. Reed (l978L demuestra que la tasa de extracción sost~ 
.-

nida decrece cuando aumenta la fluctuaci6n ¿el medio y también conclu 

ye que la tasa de extracción que se predice sostenible en un análisis 

determinfstico no lo sera cuando hay presente variabilidad ambaental. 

Esto es ciertc aunque las variaciones ambiet;tales sean pequeñas y nos 

indica prudencia en las recomendaciones de explotacion, 

2. E~tracci6n abEoluta. 

La expresi6n matricial cuando se quiere extraer-una cantidad fija 

= 

 



." 
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de indiv:rduos de. determinadas- clases~ es: 

= R - Ir . 
t 
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Donde Ir es un vector .cuyos elemento.s representan la cantidad de in-:­

divíduos que se extrae de cada clase de edad. 

31 Extracción de machos. 

En especies poligínicas , en especial en aquellas que mue:slran, 

como enyarios mamíferos, un comportamiento ~eproductivo basacio;.en 

l~ formación de harenes donde un macho dominan'te vigila y fec.unda va­

rias hembras,' puede pensarse en· la extraccion de los machos .per.Hericos 

sin por eso· disminuir la capacidad de ·crecimiento·de la PQhh~.ción •. 

s(~ puede citar el caso de la explotación de las poblaciones ,-le lo­

bos lT.arinos· mediante la extracción ·de crías macho para el aprovecha.,.. 

miento de su piel. 

Con esta reducción se pretende modificar, con el tiempo, la tela­

ci'ón macholhembra en las edades reproductivas • . 
SE! afirma que de esta manera no solo se mantiene la capacid ... ·d de 

crecimiento de la población, sino que la misma se incrementa al·lle­

var }a relación machos/hembra hacia el 6ptim~, aumentando la pr,)babl­

lida:! de fecundación de las hembr~.s así como la probabilidad de'super­

.yivE:lcia (p ) de los mas jóvenes que mueren por aplastamiainto dnrante 
o 

las luchas por la posesión de los harenes.-

Se trabaj a, en estos casos, COI. la matriz de machos y hembra~; ya 

vista en el capítulo VI y con un equema que puede' ser del tipc; 

= 
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¡. 

Donde Ir es una matriz diagonal con componentes distintos de 1 en 

lugares alternados de la diago~~l principal. 

o O O ------

O ho O 0------

H : 
O, O ,0-----

O O O h 0--
• 1, 
I 

, , 

Los valores h. representan' la proporción d',: machos de cada clase 
. l' 

de edad "i" que no se extrae de la población. 'Por ej. si extraemos 

el 60 % de solamente la primera clase de edad Cs;riasJ ,todos los hi = 1 

salvo h que tendrá el valor 0,4. 
o 

i. Lcri.á ue la--ruüHua .L ocma que el. 

de 'extracción. Lc;>s procesos de migracion adoptan en el tratamiento 

matricial la forma de la matriz H en el caso de emigraciones y de 

~Hl en el'caso de inmigraciones. 

Keyfitz y Hur,hy, (1967t plantean un modeJ.o~~nteresante pues reúnen 

en el el "hacia" dende y "de" donde provienen los indivíduosque migran, 

mediante el siguiente esquema donde: 

R, S Y T son las matrices vitales correspondientes a cada lugar:y J, 

K Y L son los vectores q,ue definen la estructura de cada una de esas 

poblaciones. 

El proceso din¡mico, ¿uando no hay migraciGn gerd ertonces: 

,R J RJ Donde e~te ve~tor indica las 

S 
estrucLt' ras ei1 t + l. 

x K = SK 

T .L TL 
t 

 



Como cada grupo que se·desplazp.. lleva consigo su información 6éni­

ca., este modelo puede utilizarse. p~ra análisis genético cuantitativo 

en el caso de movimientos entre. d:i'stintas poblaciones. 

VIII. LOS COMPONENTES DE LAS MATRICES. DE PROYECCION DE POBLACION. 

La diversidad de criterios respecto ., los elementos que configuran Las 

matrices ce proyección de población es g;~ande en la literatura. Esta :11-

versidad reside en la complicación derivada de la asimilaci6n de un ?rc\ce­

so contínuo de la natur,a1~ma uao discreto en los modelos~ unido a las di~ 

ferentes formas posibles de obtencion de la información básica. 

Nos Lietendrem05 en el análisis' de la bibliografía más citada antes de 

entrar en.UH desarrollo que creemos puede clarificar el tema aunque sea 
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a un nivel elemental. 

Los coeficientes ásociados a fertilidad; los autores 10 llaman f", f , 
1: X 

f , F ,. g (x), m y los asociados a supervivencia p., p , p , s , etc., 
r x x ~ x x x 

por lo cual usaremos indistintamente la notacion de cada autor.Lewis (1942) 
• llama a f factor de fertilidad por individuo de edad Cr-1) a r unidades 

.r . 
y s factor de supervivencia por indivíduo al pasar del grupo r al (r+1) y 
r, ' 

no entra en el análisis esp'ecífico de estos valores sino en el efecto de 

la matriz con ellos construída en la dinámica de 1a poblacion. 

Lesli~,q~ien mas elaboro el tema en lo's años 40muestra-obviamente- con­

,.sistencia en sus definiciones en sus trabajos bcsi(!os, (Les1ie, 1945, 1948a, 

1948b, 1S59), y define estos coeficientes Ctrabajando con hembras solamente) 

como: 

P. 
:z.. 

Probabil:id;}d C'!1\fi!~, un? hpJllhr::l~"', e!'l?d c~."::L.Y.:+l er-"..el 

en el grupo de edad x+1a x+2 en el tiempo t+l. 

.... ..;-~'"' ..... -
-~_ ...... !:"'"-

F Número de, hijas r..acidas en el intervalo t a t-H, por hembra viva de 
x 

edad x -a x+l, qu~ estaran vivas en el. grupo de edad Q·'"len el tiempo 

t+1. 

Utiliza por conve:1.iencia una definicion distinta a la" de Lewis (este toma 

fcomo factor de fertilidad de las hembras de edad r-l a r y Leslie F de r . x·: 
:X a x+ll y obtiene estos valores a. parti.r de las clásicas frecuencias mater 

nales ro suponiendo CIue 1asrouerfes se producen en ,la Idtad de los interva­
x 

los (ver Les1ie 1945, p.,lBS). 

Lefkovitch. (19.65), 1966) toma las mismas definic~.ones aunque en (1966) 

tOIna el intervalo de tiempos de fo'rma tal que cai~a en la mitad del inter­

valo de edades. 

~011ard (1966), 900dman (19.67, 1968, 1969L, Pennycuick (~968), Usher 

:: 
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(19721, Vandermeer (19]51-, Cooke. y Le6n Cl9.76t, coinciden en las defini­

ciones de Leslie aunque Usher, pese a definirlas· correctamente usa direc,,­

tamente la's frecuencias maternalesm
x 

en su 1l1atriz para dinamica de pobla 

ciones de ballenas. 

Vanderm'eer (1981, p.35t define de. acuerdo a Leslie pero' aquí omite roo 

cOmO sumando de g (PI en la matriz de estado (y una fila completa, la se­

gunda, áunque posiblemente por error de transcripción)., ya que aunque .:!e-

fine g bd como permaneciendo las crías vivas en t+l puede cabe:r por dcfi­

nicion de matrices de estado, que permanezcan en el grupo (O) en t + 1, t + 2, 

t + 3, etc. luego)debe incluírse Poo • 

. Pielou 0.969.-, 1974, 1977) coincide con Leslie en las definiciones de' F 
x 

y P
x 

pero en-la forma de obtencion de este último difiere en 1969 y J974, de~i 

do- a que en 1974 trata poblaéiones pu1sar.xes:, Como la referencíá l~" el ec.túa 

Por otra parte Darwin y' Wi1liams (19.641, Usher (19-661, Demetrius (1~69), 

Beddingtony'Taylor (19J3L Beddington C9J41, DQubleday (19751, Mendl2: ssonn 

(19761, Gud.<:enheimer (1977), omiten en su definici6n la parte final d~ ,la de 

Leslie " ••• de crías que llegan vivas en su clase en el tiempo t + 1", . En 

general est:lS autores, con pequeñas variantes algunos, le dan a F el f!qui-
x 

valente al m clasico 6 frecuencia·matprnal. 
x 

Ya que lacorreccion de esta definici6n no incide en la mayoría de :"os 

casos en los desarrolfos 'matematicos que suceden a los misTIlos, los eX··~LJ.en 

tes ~rabajos.·-cle estos autores no se invdlidan pero si: pueden conducir dl 

error en el intento de utilizarlos para 3imular pro~esos cop. valores rt.ales. 

Posiblem€cnte la defi~ici6n mas inteli~ente, ya que deja de lado estas 

diferencias: sea la de Skellam (1967) " •.• los elementos de la prime'.C3 fi­

la estan concebidos como coeficientes d3 reproducci6n o multiplicación y los 

de la subdiDgonal con:::> coeficientes de su?ervivencia". 
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De esta manera separa dos problemas distintos como son los desarrollos 
I 

matematicos te6ric~s y la obtenci6n de la in¡ormación Basica y su elaoora­

cionlIlediante aquellos modelos. 

Tal vez la mejor manera de comprender la configuracion de los elementos 

de la matri'z sea traba~ ar con ella en modelos simpJ:ificados, para lo cual 

se propone el siguiente ~nalisis: 

Supongamos una especie hipotetica bajo los siguü!ntes postulados: 

1. Consideramos solo laB hembras de la poblacion. 

2: Vive en un ambiente constante. 

3. Sus'parametros vitales ,f~p) son constantes. 

4. Se reproduce en forma de pulsos concentrados en un pequeño nerlodo una 

. 5. No sufre.,proceso~e migración. 

6. Vive, y conserva su capacidad de reproducirse', hasta k años. 

7. Conocemos su patrón de mqrtalidad y fecundidad. ' " . 

8. Tomamos coincidente la unidad de tiempo y de edades (años en ambos casosl. 

9, Es densoindependier.te. 

En lugar de trabajar con una matri~ del tipo de Leslie utilizarémos 'una 

matriz de es·tado y suponemos que conocemos los valores m 
. ~. ~ 

tos perl0dos "i" (aquí llamamos x a la edad) •. . . 

y p para distin 
x 

. 

-~-

i i Por ejemplo, si, i = O! 1, 2,.3, ••••• 52 semanas·, conocemos. los Px y mx 

para cada intervalo semanal o sea conocemos su patron de supervivencia y fer 

tilidad anual. 

Estas matrice~ ser~n del tipo: 

• 

:: 
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l' I f' fl 
______ fl 

P +f 
00 o I 2 K 

, I O. ------ O POI PII . 
1 1 , 

----- O M .. O P.z Paz 
t I 

I I I , 
I 

, 
• , 
J 1 
I I , I 

1 1 
O O O PlL-1,)- PkJ( 

Si el in'':ervalo i es pequeño, podemos. asimilar el proceso a uno cuasi . .' 

-continuo ~ igualar 

Lo mismo ocurre con 

j:' ...:' 
f = m~' , las frecuencias maternales en cada per~odo. 
x r x 

losp' que seran los éorrespondientes a esos intervalos. 
x 

Para ayudar a la explicación y simpl:Lficar.el tratamiento .tomaremos una 

especie que vive tres años (mat;.'rices de 3x 3), en lugar de "i" matrices 

·realiza en T!rimavera. 

Entonces;· 

Las fx son las frecl,lencia,s matern~les. lh~y 

Pij 
. V i: =l j Probabilidad de pasar de clase de edad. " 

Pij 
. \1 .' i - j P¡:,obabilidad de sobrE.viv:i-r. dentro de la misma clase. 

Las matrices e.stacionales (de verano, otoño, invierno, y primavera) que 

definen la dinámica tendrán la forma: 

Las de otoño (al., invi'e!:no (1) y verano (V): 

O 

o I V 
M? Me M~ .0 O 

O O 
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ya que las i; = Qpues en estas estaciones no hay reproducción .... no se pro­

ducen crÍas- y las p ~. -V ii j son n~las- ya que los' indivíduos solamente 
~J . 

camoian de edad en la epoca de. la siguiente pal:1-ci'Ón, o sea que p. ej. un 

indivíduode 6 a 9- meses sigue perteneciendo a la clase cero. 

La matriz de prima~era ser¿i de la forma: 

fo . f l f 2 

MP 
~ POI 

O O 

O PI2 
O 

Donde f i O. ya que en esta estación se producen los naci~ientos y Pij = O; , 

Vi :: j pues todos los individuos cambian de edad (o nacen, que es pasar 

o camoiar a ser indivíduo de clase cero). 

. Mo-r.,-V Las p .. ; . V' i - j de las matrices son igUéües a (l-mortalidad) 
~J 

. en el per'Í'odo o 'estacion considerado, y las Pij; vii j de las l1P son la 

pr0porc{on de la clase i que ha llegado a la epoca? y sobrevive la misma 

para tener edad j = i +- 1. 

Keco,rdemos que los fx los definimos como fecundidad específica de la 

clase (= ro l. x 

El diagrama a 10 1 argo del tiempo, mostrando las matrices que actu1m en 

cada estaci'Ón es~ 

REPROO, REPROO. REPROo, 

!~ 
+- /1 \" t 

".,. 

p 
M

V o MI M
P v 

M
O Mi M

P ______ M' M M -------. 
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Las Mi estaran definidas por los. valores de nuestro supuesto estudio in­

tensivo estacional. 

Veremos dos casos de analisis que pueden ser, por ejemplo, dos posiBi:.,.. 

1idades alternativas de trabajo~ censos antes o despues del per:lodo repro­

ductivo. 

\: 
Caso A: Los censos anuales se realizan luego de. 'la paricion. Consideraulos 

que nuestro primer censo se efectúa en e] instante t:· 

- ..... , ___ :_.1 .. _ .",'" 
p 

'll 
N , 'O N . 

t; 
l' 

• i 
!, • 

___ !_~ '_P"~_~ __ . ___ •• __ . ~ , •• _. ____ ~ ___ _"I!j~ ___ _i_ __ ~ _ _'_ ____ __'_.·_I_'e_m_p_o _. 

(ji 
, , 
'v i 

Representando por Nt al vector ~nO.' n~·, n2)t en el instante "t", sera, 

luego de cada estación: 

N°: MO NV 
= MO M~ Nt 

NI = MI N° = MI M
O 

M
V Nt 

N
t 

MP .NI l\ .P = = .' 
'1 

MI MO MY 
Nt 

--:-

.. 

podemos poner, separando la esta'ción rep~'odllctiya Ü1f2 de. las no reprcdu~ 

tivas (Ni): 

es el produc~o de las tres matrices diagonales. 
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Sera entonces: 

°f e ·f 
I 'f 2 

Mf = 'P
OI 

O O 

·0 
Pl2 O 

y 

v o 
~o .. ~o 

I 

~o O O ITpoo O .0 

Mf= O 
v o I 

O = O TIp. O [) 
P¡I ~I .1\ iI 

O O pV P I 
O O TTR P 

22 22 2 22 

o 

Pe: ('" pr0oUCfO (1e laS-RrOl)ªbiiidacies :cie -~;p~~r:v:ive¡tCia,en cada, 

clase en las estacione$ no reproductivas. Vemosqt'e no impo1!ta el patrón 
..~ 

,de supervivencia en f sino el producto total. 

Habíamos visto que Nt +l ,= Uf • Mí • Nt y llamauJo HA al' producto de 

las dos matrices tendremos para este caso A • 

MA = 
. ". ~ 

.t: 
lO 

l :0' 

'f , 1, 

O 6 O 

PI2 O O 

o 

_DP II 
O' = ,D" POOP01 

O O 

,o TTP2W L O TT PI! R2 O 

que, en lo que respe'::,ta a la ubicación de sus ceros y sus elementos no 

nulos, guarda la misma forDa que las mpp de Lesli,,-~ 

Si N
t 

= .(n0 " n1 , n 2) es nuestro vector inicial en el tiempo t, en el 

~nstante t+l ser~: 

:;, 
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~. 

t"¡.-J 

En esta, n. 1T p.". es la cantidad eJe iridivlduos que llegan vivos dentro 
1.. 1.1. 

de la clase i al momento de la reproducción para reproducirse (x f.) y pa-
1. 

ra pasar a la siguiente clase de edad (xP. ) 
J., i+1' 

Caso B: Los censos anuales se realizan antes de la parición, según-él 

s.iguiente esquema: 

Nt ) 11\ 
'1 l. \ 

¡- / t \ _..!-_____ -1...:.. _1. __ '.L-.. ____ ._.~1....;... 

(tl p V O (t+O p 

Análogamente sera.:-

NP
: MP Nt 

N
V 

= MV NP
: MVMPN 

t 

N° = MO 
N

V
, = MOM" MPN 

t 

Nt +( = M 
I N°: MI [\l MV MP N

t 

-;, y-, con la misma notacion anterior:. 

N +1 t. 
= 

Estas Mf Y Ni son iguales a las ante:".'iores pero esta invertido ~,u p.ro-

dueto. La H
B 

.... sera: 

• 
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.TIpoo O O 
r

f f f f lTpoo f,TIpoo f
2
TIpOO o , 2 O. 

M = O 
. B 

TIp 
'1 

O )( POI O O = PoTIPII O O 

,O O TI~2 O 82 O O 82 TI~2 O 

Como vemps, esta matriz es distinta de la NA 'CE~ general,,' siendo A y'B 
dos mat~ices, esA x B ~,B x A). 

Encontraremos Nt +l en forma similar al caso antel':i:or~ 

(fo no + f l ni + f2 n) TIpoo 
l' . no 

Nt + 1 = M N = no POI TI P" = ni B t 

ni PI2 TTP22 n2 

t -ti 
vemos aquL qut: t::í, uO.t+1tiC C.ui:L¿¡jyvii¿i.: u,~~ ':G~ia' ¿:.:i'i.;:i.~i.6!1 ,,~ L!::!!::.L.L!::! 

ya que son la, cantidad .. ~e indivídu0s naGidos (L fi 
tiplicados por TI p 

. 00 

6 al menris a t+l'~ 8 t. 

,~ , 

que nos dá la probabilidad 

rij ) de madres vivas mul­

que lleguen vivos a t+l 

Veremos un ejemplo numérico considerando ambos casos y posteriormente 

el equiyalente con la transformación clasica de l~y m. x 

Las características intrínsecas y constantes dI:' Il'Jestra poblacion (ima­

ginarial las definimos a traves de sus valors: 

. v o I 
.9720 (lTpoo= ,.9183)) Poo := ~o .~ Poo = 

v' o 
PII 

::- PII 
::. 

I 
PII 

= .9869 (TIPII 
e .9612\ ) 

V O I .6299 (TIp = .2499::') P22 = P22 = P22 
-

22 
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POI" .945 

P
I2 

= .974 

p = O 
23 

fo=mo= .42 

f
l

;; m .. = .48 
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. Reemplazando estos valores en las matrices HA y ~ antes halladas 

serán~ 

. 
. 38570 .46138 .09997 

rvi
A 

= .86782 O O 

O .93622 O 

y 

r l .38570 .44080 .36733 

I t 

M - • C, \"-'0 ;/.:/1: A O I 
-\ .• ~vV..J"""T V I 

tl r J -~::-

O .24343 O 

Vemos que, aunque nU2.stra pob1 éCion es' ~.identemente la misma· (10 son ~us 

datos bas·;·(:os f y Pl las matrices que no~ 'describen su diniímica son distin 

tas, }~ i ¡·ln. 

Sin emb.::rgo sus ecuaciones caracterxsticas son iguq.1es,por 10 que serán 

iguales su~; raíces (salvó errores de redondeo). 

En efecto; los autovalores de ambasmat;¡:-ices son (hasta el t¡uinto de~i­

mal}:> 

Caso A: >"0 = .91814 

)"1 = -' .26622 + .13263 i 

>"2 = - .26622 - .13263 i 

• 
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y en el caso B:. 
I 

>"1 = :- .26622 + .. 13263 i 

A2 = - .26622 - .13263 i 

Los autovectores dominantes recordemos que estan determinados por:. 

y 

El 'autovector aso-.:iadoal aútovalor dominante >.. nos define la estruc 
o' 

tura estable de nuestra póblacion, que en ambos casos es: (normalizados, 6 

sea los n~' 0=l.O). como cantidad relativa respecto a nO que toma el valor 1). 

r , 

11.000 
~I 

1.000 

ji A= 1.945 

. l'964 

J:'-8= ,.989 

l.:?6? 
con 10 que vemos que ·(en estabilidad)_ se presenta, segun la fecha del cen 

so ::especto a 'la parj'c"Í.on, muy disti":1tas estructuras pero que responden a 

un mismo patrón dina~~co ya que son iguales todos su~ autovalores. 

Cabe acotar que estE'-! es un argumento mas s (bastante fuerte, por cierto)-7_ 

en favor d-e:mantener lé.. fecha .,.. mejor dicho su dista:1cia con .. el período 

reproductivo - de recuentos a 10 largo de los afios. 

!.ntes de analizar una mpp conviene,," en realidad es fundameni:al - cono-

cer cuando fueron reali¿ados los recuentos. Lo mismo cabe para analizar 

una estructura cstabh~. 

Nuestras " p ir5mide<:" de población son para los casos A y B. 
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EDAD 

2-3 

0-( 

1.0 o \.0 o 

A primera vista podrl.amos pensa,r en que ambas pertenecen a distintas po­

~laciones dada la dispari.dad' de formas, sin embargo ambas corresponden'a 

la misma población que mostrara ademas el mismo comportamiento, la misma 

sensibilidL:!,d, persistencia~ estabilidac., rf~si1iencia, etc • 

• 
IX. RELACION FORi1AL ENTRE F x (DE LESLIEj y 

,ti: S -p E e J ,,' 1 e A ): ' 

ro x (DE TABLAS DE FECUVDIDAD 

Estudi~~mos ahora la re1aci6n formal entre los valores de, F de una TI~atriz 
x 

cHisica de Les::'ie y los valores de m.' Conbt:,ruiremos luego, con una aproxima- , , x 
cíón lineal pp.ra P la matriz de Les1ie con lo!:; mismos dato a de las matrices 

x 
A Y B. 

De la discr;~tizaci6n de la ecuación c07.1tl.nua 1 

tendremos: 

x=n _':"-

1'= L'lx 
x=o 

donde "n" es 1él maxima ,clase de edad reproductiva de los indivl.duos Chembrfls) 

de la especie (recordar que trab0j amos con Tnéttrices no singulares). 

'Los interv.:11.os que corresponden a 1 y m y3. nc -son los infinitesimos x; 
x 'x 

x+dx; siBo que consideramos lapsos di.sc:·,~tos X; x+h. 
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Desarrollando esta ecuación:. 

Por definici6n de. 1 como correspondientes a una e$tructura estacionaria 
x 

Y, de la definici6n de los P de la matriz de LeslÍ'e tendremos:· 
x 

l'" P I o 

./(" Po PI 
I 
I 
I 
I 

. I 
I 

1 = P P *---- p n o I n-I 

Ademas, para una· población estable, es A 

-' 
Reemplazándo= 

multiplicando ambos términos por An+l 

r 
;:: e· o 

ntl n+1 f,' . n-I . 
A :: m A +8 r., )... + F? Pm A -1-------- +F? P F? ----- F? m A o 0'\ 012 . 01.2 n-l. n 

Reordenando, y baciLndo F ;:: \ o"m ~ 
x x 

n+1 n n-I , n-2 
A-FA-PFA -P P 

o OJO.: 
F. A +. - - - --- ..,.. f:> P P --- - P Fn = O 2, o . I 2 n-I 

Coincidentf' con la ecuación característica, de ULla matriz de Leslie de or­

den (n+l) x (11+1), é sea corl clases de edad de o. ;;1 no 

Vernos que la relación fOf!'18l entre ambos modelos esFx = ).., m 
x 
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Si- la, poblacion es es,tactona,ri'a" A = 1, los va,lores de, 'F 
-x 

tes con los m • x 

59 .. 

son coinciden 

Reconstrui17emos, en base a, la 'mi:sl1}a, inf'o1;ma,cion basica con la que se encon 

traran 111\ Y~, la 'matri:z de, Les1ie corr'espondi'ente. 

Los factores de ferti1i)lad son, con el -valor de A anterior: 

F ::;.9.1814:x m =. 9.l813 x • 42 :::; .38562 
o o 

F1 :::; .9~814 x.48 = ·.4407~ 

F
2 

= .9.l814 x.4Q:::; .36726 

Recomponiendo los valores de 10.'. 11 , 12 , en base a los ,valores estacionales 

dados, sera: 

lO. '. 1 (por definid.on}.. 
/ 

, .. 

1 := TI P 
1 00 

1 - TI 2 Po~ , 

PoI = .91833 x .943 = .86782 

P11' P12 := • e6782 x .96..i.21 x .9.74 • 812l: T; 

Pero Px := Lx+1 L Lx con Lx ::: ix + ~x+1 I 2 como aproximación lineal de 

j X+11dx x ' 
-x • 

(Pie10u, 197·7 , Vandermeer, 1981). 

Reemp1azandc por los valo'res numéricos: 

LO 
lO + 11 1 + ;8678/ 

• 9339J. := := 

2 2 

Ll 
11 + 12 .86782 + . <31247 

• 8401L¡ := = 
2 2 

12 + 13 .81247 + Ú 
L" := '--2'--- ::: .40614 

l., 2 
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Luego~ 

P01 == 
L1 / 

LO == • 899.5Q 

P12 :::; L2 /L == .48354 
1 

con 10 que la matriz Me de Les1ie s-era; 

.38562 .440]~ .36726 1 
:Me = ~ 89.9.59_ 0_ - O, I ." 

\ O- •. 48354 0- I . 
L -J 

. 
Sus autova1ores son~ 

-\ 
• 9.~.6.~~_ A 

~. o: 

>-1 ;:: .,-,.2qQS4 + .28434i 

).'2 ." -.29054 '"" ,28434i 

y su rlutovector domil1ante' (norma1izado)_ es:: 

1.000 

.931 

.465 

que como vemos difiere de)lA yj{B' 

El a,utoya1or dominante es '¡nA.yor en este caso q'le en A 6 B en un 5% aproxi 

madamente con 10 cual, con los datos tratados de esta manera, la poblaci6n mos 

trata una tasa de crecintiento mayor (o de rlecrec:rnrl'ento m~nor). 

El cociente entre los modulos de los dos primeros autovalores es en A y B 
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de 3.087 y en el caso C de 2.378. 

Es así que la población tratada can el metodo C mostrara en este caso una 

mayor sensibilidad a las perturbaciones estructurales, expresada como un mas 

lento retorno a la estabilidad. 

Cuando el numero de clases de edad es grande tienden a aproximarse estos dis 

tintos tipos de modelos. .Si ademas B 
o 

cercano a unol la diferenci~ sera menor. 

no es muy baj o y r' es pequeño (o ).. es 

Cqnviene acl<n:/ar aquí alg'.lTIos aspectos que hacen a la determinación de los' 

p y su relaciEn ~on 1 , de dcu~rdo a 10 vist6 cuando se obtuvieron los valo~ x x 
res numéricos aproximados de P que conformé.n 'la matriz C. x 

Como este p·.mto es importante qu~ quede c~~aro desde una' mira t?orica, a1.a-

l;:7.~rpmn~ J(1~ '7aloT4?s dp. J.x~ .T,·x :l ~~x··pa!:'a lo~ C:l~QS c::~rcn:9n d2 ~~~! c;i~;:.:.s­

que presentan generaclonessuperpuestas, que son: las que tienen peL~uJú~ iE:-­

productivos concentrado9 (se reproducen por pülsos) y las que el hecho repjO­

ductivo, no se i;--¡terrumpe a 10 largo del tien:;::>o, a las que llal'lamos de fh1.:; o 

contíimo. 

alP~blaciones de flujo contínuo. 

Llamamos é.quí poblaciones de flujo cont'Lnuo a las que no presentan .p·.COS 

defmidos de reproduc~ión sino que esta p.:é:,permanente a lo largo del ti,~mpo 

(p.ej. el a50) sin momentos de producci6n nula. 

Un· ej emplo' de reproduc"ción contín~a (ct'~nque present:'-L pequeños picos r~sta­

cionales, H~tchinsoi1. 1979) es la especie humana y talvez al.gunas espeCles 

de ámbiente~: poco variables. 

En este ar5lisis consideramos que los ~l y 1 son constantes a lo largo 
x x 

del tIempo t y t;010 varían para los dist1.1,tos x. 
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Nue~tros postulados iniciales, sie~pre a los efectos de simplificar el 

tema, son: 

1) El citado anteriormente acerca de la constancia de m y 1 • 
x x· 

2) La pob1acion es estacionaria (r=O) • 

31 La escala de tiemp9s la consideramos coincidente con la escala de edades 

(tomamos años por comodidad en la exp1icacion) • 

Al ser r=O, de la discretizacion de la ecuacion tabla de vida tendremos: 

c:::;:: 1 m = 1 
--. x x 

Ó sea que el producto de los 1 por sus respectivas frecusncias maternales 
x 

m iguala a 1 = 1 Y la pob1acion permanece estacionaria. x o 

En cualquier iT'stante t = O fijado) nuestra .e!';tr.uc.tura pob1aciona1 re1a:-

lx 

00 211 

DI 

~. 
l 

l~ 

o 2 3 x (=f) 

:c 

~ 

.;:: 
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,.. 
fli adoptamos como unidad de tiempo el año-para acotar la edad, al haber 

~eproducci6n contínua dentro de cada clase de edad x encontraremos iudiví­

duo s de v.g.: edad x+6 días., x+3 1/2 mes, et~. 

Los representantes de cada clase de edad x (eutre x y )\i+l) que llamamos 

L· 6 abreviadamente L serán: (L. tiene dimensi6u cantidad por tiempo). 
_t x,x+l x x 

L -x 

p'ero (Rey, Pastor, Pi Calleja y Trejo, 1952, p.654): 

ya 

. b 

1. f (x) dx:: lim L f (x) b. x 
/}x_o 

Vemos que :Jodemos aproximar a la integra:!. con una sumatoria. 

Al intervalo A_x¡-l lo ¿ivid..i..mus 

u • fj, :{:: u. h == (x+l) -x ::: l 

La sumatoria ~ entonces: sera 

x+nh 

L ::: L, 1 ,h 
x x 

x 

que n . h := 1 y- ~x ::: h 

Desarrollando: 

L ::: l +h' h + 1 1 21' h, +0 •• o o o •• x x. x x+ 1, x+ 1 ' 
+ 1· o h 

x+l-h,x+l 

Sacand"o h factor común y r~emplazando h por l/u: 

== _ lx,x'¡.h + lx-~h.x+2h + 
n 

. . . . . .. ~~ 1 x+l-h,x+l. 
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que es el promedio de los pequeños l(i) de cada intervalo h considerado 

(o el alto de las barras en el graf.ico anterior) •. 

Si el patron de supervivencia es lineal como en la figura. 

... sera 

~1 
x+, 

L· = 
.x 

x x+1 X(:f} 

(Si la tasa de mortalidad es constante dentro del intervalo considerado 

(x a x+l) , al hacer esta aproximaci6n se ~obreestiman los val0res de Lx~ 

El valor de P es entonces: 
.x 

P x 

L x+l 
=--

L x 

1/2. (lx+l + lx+2) 

1/2 (Ix + ~x+l) 
= 

.I.x:+J + lx+2 

Ix + lx+l 

Si la" tasa intraclase es la misma para los iatervalos con~iguo¿, el va­

lor de P eucontrado es corre'cto para esos intervalos. 

b) Poblaciones pulsant~s. 

Llamamos aquí poblaciones pulsantes a las de espEcies qu.e se reproducen en 
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forma concentrada en determinados períodos (generalmente determinadas esta-

ciones del año) 10 que ocurre en la mayoría de las poblaciones animales, 

~aughley, 1980). 

Estas poblaciones presentan temporadas ° picos de actividad reproductiva 

y actividad practicamente nula el restQ del año, hasta repetir el ciclo el 

período (año) siguiente. 

Como antes, tomamos los mismos postulados peró consideramos, que la produc-' 

cian de cría;:> se efectúa en forma instantanea en un dt . 

.. Si observamos la poblaci5rt en el instant.e inmedÚlta1'1.ente p'osterior a la 

reproducciér., y graficamosla. cantidad de. in~ivíduos como referidos a 1 = 1 

° su estructura sera del tipo: 

'Lu:~:3o dr. un "i.ertn ti..emTlo T su estructt:ra sera: 

" .. ' 
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. -
, 
", , 

n 

.1 

, . 
'-.. 

--, 1 
1 ---

T 1-1 
j . :1 
j 1:1 

o T I ' ..... T 2. 2+T ~ 
x{=t) 

que restan de los que nacieron en los sucesivos períodos (en ese infinit~si­

mo reproductivo dt)'~"'i-era: 

Por 10 tanto: 

p = 
x 

=_j x-t~x 
x 

1 . x-I-l 
L x 

d~= 1 x 

. 
cualquiera sea el morlien\.o de la observaci6n. 

Para que la informaci5n proveniente de observa'cianes de distintos perío 

dos (a~os) sea compat~ble, estas deben se~ tales que conserven la distancia 

con el pulso reproducri\o. Recorder que esto ya se habia hecho notar al 

~hac~r el an§lisis matricial o sea que es un argumento m§s a favor de la con 

sistencia. 
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Aún en el caso que el patron de supervivencia dentro de los intervalos 

sea el mismo para todas las clases de edad ~s necesaria esta precauci5n. 

La frecuencia maternal co'rrespondea la definición, pero para el pico re­

productivo. La cantidad de crías producidas por cada clase de edad sera 

1 • m siendo 1 el valor relativo de cada clase de edad en el tiempo . x x x 
t ~ 0, x, x+l ••• 

Con uil ej emplo. numérico revisaremos lGS conceptos anteriores. 

En la figura siguiente se ha representndo una población estacionaria (re­

lativa a 1 = 1000) con cada. intervalo de edad (x a x+1) dividido en 10 pe:­
o 

queños intervalos. 

La tasa de mortalidad dentro de cada uno de estos pequeños interva10s de 

edad: d )hJ la consideramos constante, In cual significa que, dentro de cada x . 
período h se muere una fracción determinada de los indivíduos de la cLl"e 

Los valor~s tomados en el ejemplo son: 

Como anteriormente, la escala de edaü.::-s y tiempo la tomamos coincide,tte. 
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Esta figura representa, para nuestro ejemp1Q, una población estacionaria 

de flujo contínuo observada en un instante t cualquiera. (Si quisieramos 

tambien la podríamos observar como una población pu1sante con rep!oduccion 

en t ::: 0, 1, 2 ••• Y en~onces cada barra representaría la cantidad de in­

divíduos que van sobreviviendo de 10s.1000 originales a lo largo del tiempo. 

Ya no seríá una "instantanea"de nuestra pob1acion sino una observacion tem-

pora1) • 

Volviendo al ejemplo, no estamos afirmando que es necesario obtener ínfor 

macion de este tipo -practOicamente imposible, salvo en 1aboratorio- sino que 

pGsib1emente este ana1isis y el posterior puedan aclarar los conceptos antes 

expuestos. 

1)' 

Ca1cu1arr~mos los valores de L y P de" las siguientes formas: x . x 

x+I'oh 
L = ')" 1 .h 

x x 
~ o· 

L ~:087),3 
o 

L
1 

= 704,7 

L2 = 0609,2 

L3 = 40':5,8 

ot-.,,::,,"'7-

Y los v.:llores de P (abreviadamente P ) 
Lx+l 

x~1-1 x, x L x 
o· 

p ::: 

o LliLo ::: .805 

PI = L2/L1 
::: .864 

::: .748 
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Esta forma, con los intervalos. h suficientemente ~equeños, sería la ,. 

correcta para obtener los valores de L y P • x x 

Habíamos dicho anteriormente que si la tasa. es cr¡nstante dentro del 

intervalo esta manera de obtener L sobreestima este valor. Esta afir­x 
macion es cierta si se c'onsidera la información intrínseca del intervalo 

reempl az;ando lx+l por lx+l-h. 

En caso de tomar 1 +1' el valor de L obtenido dE'.pe.nde de la relación x . x 
de las tasas de mortalidad (o supervivencia) interna; de los intervalos de 

edad contíguos. 

Con nuestros valores numéricos: 

Si la consideramos como pulsante y 

t = O, 1, 2, ... 
L = 1 :: 1000. 

o o 

L1 -- 1
1 

:: 737 

L2 -. 12 
:: 666. 

L3 = 13 544 

L4 :: 14 361 

. .,. 
8e',:a: 

". 

L 
n,,, .. 

.UVv 
n 

PI ;: .861 

P2 ;: .748 

con la informac.ion tomada en 
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Y los P L +1 1 L = lx+1 / 1 ~ -. seran 
x x x x 

p = .137 o 

P1 = .904 

P2 = .817 

P3 = .665 

Convj ene observar que si la informact6n la obtenemos en cua1quiec' otro 

intervalo, los resultados son distintot: vg: t = 1/2, 1 + 1/2, 2 + 1/2 ••. 

P = 70B/885 = .800 
o 

p~ == .867 
.L 

P2 = .75'2. 

En e~te'ejemp10 nUT.ierico considerame-$ que 1?- tasa de supervivencia 

dentro d~ la clase es constante 10 ~ua1, si bien muchas veces no es cier 

to, se to~a generalmente como hip6tesis ~1 no poseer mayor cantida¿ y 

calidad de informaci6n, 

Veren~o'3 ahora algunos posibles patrones de supervivencia intrac1ase 

para una población pulsante estacionaria con reproducción anual. 

Cabe a,~larar que el anal isis que se hace no. pretende generalizar para 

ningún grupo de especies SillO que simplemente se toma como ejercicic me­

tOdológico previo a la p1anifi.cación de un e:=;tudio de dinamica. P00:.:>.nos 

pensar que la supervivenciq. intraclase tenga alg'Jno de los patrones :dguien 

tes: 
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N 

x x+1 x (o:t) 

Tipo .\) 

Si no hay ningúr. factor de mortalidad que actúe en forma concentrada 

eh determinada epOC<l del año y Sl estos actúan como :~unción del número 

de indivíduos en ca¿:~ instante se obtiene una curva ¿el tipo A. 

La tasa de mortaliiad intrac1ase es constante paril cada pequeño iriter-

va10 h. 

Luego sera: 

NX+h 0- N
x 

(1- tasa de mortalidad dentro del intervalo) 

Tipo B) 

Describen °e1 caso en que ;lleun o algunos factores dOc mortalidad (6' 

c?usas de mu~rte) actúen en forma concenirada en determinada epoca del 

, 
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ano (p.ej.predación). En la figura se ha representado el caso de una 

dismi~ución de supervivencia provocada por el stress termico-nutricio­

nal de invierno tal como suele ocurrir en algunas zonas. 

Un caso especial de concentración nos puede dar curvas del tipo C 

donde el factor principal de mortal~dad esta relacionado con la acti­

vidad reproductiva por problemas en la' producción de crías (p.ej: par­

-tos en primíparas) y en los momentos de fecundacion (p.ej. luchas) si 

esta es subsiguiente a la produccion dE'. las crías como en el ejemplo. 

Lo mas logico es suponer que las curvas reales son intermedias ó su­

• perposiciones de estas A, By C. 

rara la primera clase de edad, inte::valo 1 ___ 1· probablemente F;n 
o 1 

muchas especies abundan las curva.s deJ.c:ipo A y B mas la {)' de la fi-

gura: 

~o +------1. 

o x(::t) 

donde la :ran mortalidad est5 asociada a los p¿ríodos críticos postnata­

les. 

• 
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El p1an,teo inici3.1con este tipo de ana1isis, basado en un conocimien 

to bio-eto1ogico previo, ayudara a la planificación general ya que si el 

patran de supervivencia se aleja mucho del que definimos' como A pueden 

presentarse algún tipo de problemas. 

Generalmente ". es mas importante enfatizar en estos aspectos -de patrón 

de supervivencia intrac1ase- en las primeras clases de edad. 

En terminas gen~ra1es debe adapta~se el metodo de ana1isis que más se 

adapte a nuestra pcsibi1idad de toma de datos basicos y a los objetivos 

del estudio. 

Por último haremos .- algunas consideraciones aeerCé:: del momento de los 

censos y recuentob. 

en 

b1aciones se cumpl:i:r::á: 

1) Elcondicionant~ maximo de la e~)OCa en la cu?l rea];izar los censos es la 

accesibilidad de. 1é1 pob1acion, accesibilidad en presencia y posibiiida 

des de recuento. Obviamente no ¡Jodemos contar ave.s migratorias cuando 

están en otro hemisferio o elefantes marinos en su etapa anual de vida 

pelagica. Muchas -..:eces operativamente se facilitél el trabajo durante 

parte del proceso reproductivo; las epocas .de par:\ción, de ni.d'ificacion 

y puesté;l, etc. 'wn aptas para los recuen'tos y muchas veces ventajosas -­

desde ~i punto de vista de los modelos jya qh¿exil;te mas aproximación en 

el calculo de las ~l' fi Y ,Po, parámetros fundamentales:de la d~namica: 

2) Elegir epocas en las cuale:::: la ,diferenciación por clases a 'grupos de 

edad (y por sUf"lestc· en los sexos) sea maxima. 

3) Si se piensa en hacer recuentos anuales a 10 largo ael tiempo -indis-
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pensable para trabajar en dinamica- se debe procurar censar siempre 

en la misma epoca, para especies de reproducción contínua ó a la mis­

ma distancia del momento de la reproducción para especies que se re­

producen por pulsof:;. Conviene fijar criterios inicialmente, corre­

girlos si es necesario y luego mantenerlos. 

-L}) Por último, repetiremos, citando a K. E. F. Hatt: "Si elegimos el mode 

,10 que va a ser utilizado para la interprebación de los datos anles 

de comenzar con su reco1ecci6n -que es el procedimiento raciona1-- co~ 

1ectaremos precisamente el tipo y cantidad de datos requeridos p~r 

nuestro modelo y tendremos un programa de investigación eficiente~'. 

-~-

• 
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