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.INTRODUCCION'AL ESTUDIQ DE LOS MODELOS MATRICIALES EN DINAMICA DE

" POBLACIONES.

I. INTRODUCCION. ) ' :

Los modelos matriciales de andlisis de 1a_diﬁ§mica de ﬁoblaciones fueron
propuestos bor Lewis (1942) y Leslie (1945) en forma independiente existien
-do posteriormente un rico desarrollo efectuado bor el mismo Leslie, William
son; Lefkovitch, Usher, Beddington, Pollard, etc. CVer bibliografia al.final
‘del escrito). | ' .

-
<

Estos modelos matriciales son interesantes pues nos permiten simular, .y
a veces hasta cénocer, la evolucidén total de una poblacibén o de fracciones

de -la nisma, las estructuras poblacionales, plantear problemas de sensibili

crddadsgerla o publucidn eovat ladiones-de dfervilidad.o mortailaad, - aNallzarssil. . oo

sensibilidad a perturbaciones naturales o inducidas sobre la estructura de
~la poblacidn, optimizar sistemas de manejo, evaluar comparativamente distin

tos métodos de manejo que se propongén, ete, . .

La utilizacidn de estos modelos para, entre otros, los fines expuestos,
esta condicionada por dos requerimientos cruciales: hay que contar coi mucha

informacifn de¢' buena calidad y las hipOtesis bdsicas sobre las que se susten

ta el modelc deben acercarse a la realidad. En caso contrario se corre el

riesgo de invalidar las conclusiones. CE, L

21

~ El correcto manejo de este tipo de modelos es una ayuda importante en-el
planteo iniéiél de estudio de la dinZmica d» las poblaciones-de nuestro-inte
rés ya que, como afirma K.E.F. Watt. "Si.elegimos el modelo que serd utiliza
do para_ia inﬁerpretaci6n de los datos, antes de emﬁezar con su recoleccidn,
que es el prccedimiento racional, recolectaremos el tipo y cantidad de datos
reqperidos coo entrada gh el modelo y.teﬁdremos entonces un brograma de: in-

vestigacidn eficiente",



Como hemos dlcho, numerosos autores han dedlcado tlempo al estudlo de—
'sarrollo & apllcac1on de las matrlces de proyecc1on de poblac1on (de. aqui
en mis mpp) pero, sin embargo para los requerlmlentos del ecolqy;practlco,
subsisten ain confu51ones en la llteratura que crean dudas, principalmente

referldas a dos aspectos.

~a) La utilidad y formas de utilizacién de este tipo de modelos matriciales
b) La compoolc1on de los elementos de 1as matrlces y las hlpote51s subyacen

tes. (Vér Cap.III). o

.

!

|
En el primer caso, la confusiSn reside en el errgr de considerar que el

método reemplaza a otros, por e1emplo el calculo ”lablCO con los modelos dis
-rx

@ .
cretizados del continno. 1= t§ my, € dx , Sin comprender que en rea

) X
,lldad es complemento de.estds.o

- T =

Sus usos fundamentales son: i

‘Planificacidn de los estudios de campo.

" = Definicidn de la in€ormacidn basica a obtener. 3T

Control ‘de esa 1nforma01on obtenida a campo (elaborada o ndd...

Aceptac1on y rechazo de h1po:e51s.
~ Proposicidn de.hipbtesis alternativas.

~-Anilisis de sistemas de manejo, :° ..

Permite trabajar con estructuras no eétabilizadas, etc, e
Sin embargo, citando a Skellam (1967) o queda duda que el estudio aé 

modelos matemiticos de poblac1on contribuye a profundizar nuestra compren-
sidn de los prOCesbs,Le poblaciones reales 'y dclarar muchos fendmenos que de_

¢

otra manera. quedarian .oscuros"

Esta frase de Skellam se aplica por éntero a los modelos matriciales te—
niendo in mente la precaucidn permanente: "Aunque los modelos son esenciales
‘para entender la realidad, no deben confundirse cor la realidad misma" (Le-~

vins, 1966).

~ g lf)\
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‘miénto ae ia ‘5iologia y eto;ogla de'ia espeéie en &5

.

Los modelos natematlcos son siempre 31mp11f1cac1ones de 1la realldad
Forzosamente debera ser asi ya que nunca tendremos la totalidad de la in-
formacidn necesaria (en cantldad y calldad) y ademds el tratamiento matemi

tico de estos modelos debe ser accesible.

\

..bEs claro por otra parte, que la similitud de nuestro modelo con la rea
lidad que quevemos. imitar es mayor en las ciencias flslcaS, p.ej. que en
las blologlcas, debldo d la variabilidad propla del material bidldgico y
a dificultad en cuantificar muchas de sus'carac@erlsticas y- relaciones,

De todas maneras, ";Como comenzaremos a ententer 1as situacionés mds com-

4p1ejas de la reéalidad si antes no hemos entéendido 1as propiedades de estos -

modelos simples™,(Bartlett and Hiorms, 1973).

La correcta eleccidn de los postulados iniciales de trabajo y el conoci~

25.un nacn In -
-Un pase Impor—
-t

tante para comenzaxr a transitar por el camino adecuado en una 1nvestigacton

y no desperdiciar tlempo y esfuerzo.

Los puntos_éiguientes,‘II y III, tratados en forma elemental, son un 1e-

- paso necesario para entrar en el estudio de. las matrices de proyeccidn de po

blacidn. .

MODELOS CLASICOS CG NTINUOS
Los modelos mas simples, con organismos o individuos idénticos y autor e~
plicantes pueden encontrarse en cualquier libro de ecologia matemdtica. Sus

-

ecuaciones elementales somn: ‘ . A .

a),Crecimiento'exbcnencial: La velocidad de crecimientos de la poblacidn es

proporcioral a la cantldad de 1nd1v1duos en cada instante

-d—N—-rN

dt



e

su integracidn entre O y t nos da la conocida expresidn;

Co ot
-Nf= N, e

con su representacidn gridfica:

Rt P P

[

v

b) Crecimiento logistico: La ecuacidn es similar a la anterior pero con un

factor depresor del crecimiento, proporcional a ia cantidad de individuos -

en cada -instante, y que afecta a la constante de proporcionalidad "r".

At

' L

AN . (r-a.N)N Ly

Llega un momento en: que la velocidad de crecimiento.tiende cero, el ni-
mero de individuos 2 que se tiende en ese momenio lo 1lamamos capacidad .’

de carga del sistemz K:

N sea qué en el limite:

‘.Si dN  Debera (r-o-N) —=0-

——— —w

dt



a

-La expresidn (2), velocidad de crecimiento, tendrid su maximo cuando le

.ﬂ. : ,‘...' ,J'( ) %%3)

Resélviendo en el 13mite vemos que.a = r/K. Reemplazando en (1):

anN__ r ( .f_N_).N,' - (2)
_ |

en cuya integracidn entre 0 y t nos da:

————-———-—T- con C= -JS:;I!Q-.
|+ce | 0 N

.sea el'factof: - VI

.

uc:u.v<mdo re::peu:u a4 ¥ enantramos e..._tanano de pobjaclon para el cual'

. es m3xima 1a velocidad de crecimiento (problema que 1nteresa ‘en alguxos ca

s0S. de extrdcc1on-o aprovechamlento)

-0 5 1=Elo N2

n R 2

0 sea que la velocidad mixima de crecimiento ocurre en este modelo:cuan
do la poblacidn se encuentra a la mitad de la capacidad de carga del sis-
tema. ‘ '

.-

Reemplazando en (2) dbtenemos la velocidad mZxima en este punto.

. -

“dN r.K

daf T4
Ko
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Ambos modelos deseriptos son los ma3s simples, luego, para acercarnos a la
realidad consideremos ahora que los paridmetros fundamentales de la dinfmica
© de una podiaciln ~lfercilidsd y mortalidad - varian entre los individuos, 5. .-
. I >3 e g . - C 7 . .' ’
sea que estds no son mas idénticos y autoreplicantes.
‘ : ‘. 0 R

Mis concretamente, podemos pensar que hay una variable importante - la

- edad - a la cual estdn asociadas una cierta fertilidad y supervivencia,

Se llega, con estas consideraciones, a la ecuacitni

NOTA: La restriccidn de sime:ﬁia Que tienen este modelo ¢ontinuo can(gﬂ!_)

S .ico I i : . max -
en K/2 Gnicamente, fud obviado por Gilpin y Ayala (1973) que proponen.
- ‘. 9— . ...; _..‘ Lo
Pev NESIN I
K : S

Cuando 6= 1 ésjigual a 1la anterior. Si &< 1 el punto de inflexxidn

se encuentra por debzajo de K/? y viceversa, } —

1}
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(ver deduccidn en Pielouw, 1977).

- ‘Donde:

lx = La proporcidn de sobrevivientes en el tiempo x de una cohorte original

de individuos nacidos simultZneamente ¢n el tiempo 0.

. o - X \
m = El nimero medio de crias naéidas en una unidad de tiempo de un individio

cuya edad estd en el intervalo (%, x + dx).

Esta ecuacidn no puede ser resuelta expiicitamente, por eso se reemplaza

la integral por una sumatoria (discretizamos la misma):

. . o

. Ya aqui el intervalo considerado no es x —ex + dX siendo dx un infipi-

tésimo, sino que seri X— X+h donde h es un lapso discreto suficientemente
pequeno.,

Cin

- - Y obtenemos soluciones aproximadas, por iteracidm.

IIT. REPASO DE ALGEBEA MATRICIAL.

-

L

Para entrar en tema es necesario definii en forma sencilla a las matrices

y algunas de 3sus operaciones. Para

profundizacidn y consulta se recomienda
Searle (1966) & Ayres (1969). '

MATRIZ: Ee¢ un arreglo de niimeros (6 fuuciones) llamados elementos 0 com=

ponentes de la matriz. Se escribe:



uw 92 93 — — 0a, |-—filas

Gm?_amz_—“""" A

columnas AT - -
Estas matrices pueden tener la cantidad que sea dc filas o de columnas

que se denotan m.y n.

En el estudio de los modelos matriciales nos interesan solo las matrices
‘cuadradas o sea las que tienen igual cantidad de filas que de columnas, v.g.:

S S : :

- Lo
4 . ”

c=l8 2 14
”[3-4.?6

"(matriz éuadrada de drden 3) (3x3)

"y los vectores columna {tienen una sola columna) p. ej.:.

7
v leT  (3x)
aj .

El significado de estos arreglos se verd clarameote cuando ehtremos en
3

materia, para lo cual definiremos algunas operaciomnes con matrices:

Suma (resta): Para sumar (restar) dos matrices se suman (restan) sus com—.

ponentes homdlogos:



AtB = *
02 '022_’
Como ejemplo:
3 41
+
5 6

biz

b2z

QWi by

az 2 by

0,2+ by

+
Gy = by

Obviamente para poder sumar o restar dos matrices, estas tienen que ser

del mismo 6rden (tamano).

Igualdad: Dos matrices son iguales cuando lo son todos sus elementos:

. Muliipilcacilni-aqul es donde reside la propiedad que mas nos.inceresas...

s
3

a) Por un escalar (un “niimero)

Gy Oy
k n:A = k v
Omi Om2

b) Por un vector columna, .

ko, ka,,
| ko, kazp
'Lko‘m, KOz

Condicidn: E1 vector tiene que tener tantos elementos

nas tiene la matriz. (Tienen que ser con’ormables).’

— KOmn

(filas) como colum-
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Cada elemento del vector resultante es la suma de los productos de

los elementos de cada fila por sus homdlogos del vebtor.

l Ef.: Matriz de 3x3 por vector 3 x 1.

c T B 17T 171 J 1 o o]
O % 93 | |G (GO + C*C30p3 | | m -
Gy Oy Gp3 |- | C2 |7 [CiOa* C"Cxlpy €S UN vector tn | . N ' =
Lc’sx O3 O3 | O3] 9% C33Cx033| P

BX3) - (3X) (3x9)

.¢) Por otra matriz cuadrada.

L G 9 By b | |abr0pby Gy btasby, | im o n

AxB - X = L O TT P 3
a, o, Ih. h nba b o bisablle g
L« = Y - e | et h T&el LS I T "l

d) Potenciacidn (5 multi?licagiSn sucesivas),
o cao2 3
AxA=A 3 "AxA = A , _______._

Zn general la multiplicacidn no es comutativa o sea'que A x B # B x A

por eso se habla de premultiplicar 6 postmultiplicar, como ejemplo:

LI

- 1T gL
12 5 6 | |19 22 )
AxB-= X = : : |
3 4 7 8 43 50.| . . . ' -
[ 17T 17 ]
, 5 6 | 2 23 34| .
‘BXxA-= X = # AXB
- 7 8 3 4 3. 46
. 4L 4L J
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OTRAS DEFINICIONES:

Diagonal principal: Est3d formada por los elementos de la diagonal partien

do del elem§nto~alla

Es la diagonal De una matriz cuadrada.

‘Subdiagonal inferior: Estd formada por lcs elementos inmediatamente deba-,

jo de los anteriores.

K

ca

- NS :_l

" Matriz unidad & identidad: Se representa nor I y tiene "unos" en la diago-

nal principzl y SOQ'ceros los demds elementos.

{ 0] O0——-0

f O——-0O

Se cumpie que Ax I =1x A=A

Y

" Tnversa de una matriz cuadrada: La nocidu intuitiva es similar a la de

niimeros, p. ej., dz1 nlmero 178 su inversa es 178Tl tal que 178 x 178—1='l.

1

- Con matrices, A'es 1a invefsa*de A si A_l *A=T1=Ax A—l, siendo I la

E matriz identidad.
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No todas las matrices tienen inversa, pero si la tienen esta es {ni-
ca,.
Solo nos interesa aqui la. inversa de una matriz diagonal, que defimi-
remos.
I

|k, 0 o - ~rl/k.

0 0

si A=|o0 ke O |es A'=|0 Ik, o

(0 0 Ky |0 0 ik

.

. »_Determinantes:

Los determinantes existen solo para las matrices cuadradas,

~ Su notatidn es dos.barras verticales encerrando a la matriz !M!_

Un determinante es un escalar, es un polinomio ce los elementos de una
ya

e

matriz. cuadrada.

Para obtener el valor del determinante se multinlican los elementos

apropiados de M corregidos por + 6 -.l.

.

Definiciones formales pueden verse en Searle,(19§6)jo Gantmacher (1977).

Aqui veremos sdlo dos ejemplos. E1l determinante de una matriz genera-

lizada de 2 x 2, sit

-

ap 9 B ' “
A= _ 'ONT
dg Opp o
Es: _ : 3 _ .

|Al= oy 0z =~ 0 Gy

e~



Para una matriz de tercer drden:

-

Oy

A= dz

a3

. . - - .

Su determinante se obtieme p

1
G2 O3
G2z Doz
932 933

13

or expansidn, en este caso por la primera

fila:(expandiendo por cualquier fila o columna se obtiene idéntico resultado):’

o %2 %23
A =9y -9

a,, a

21 27 |

12

' . 195 933

Estos determinantes de 2 x 2 se resuelven como el caso anterior.

El resultado final sera:

.

A= 0y 0033~ O 99 %37 9129 33 + F2 Op3 95 + O30 93— O3 O 0%

/

IV. MODELOS MATRICIALES.

Con estos elementos entramos ahora al e<tudio de los modelos matriciales.

Es comin encontrar en el andlisis dinfrnico de poblaciones a la edad couwo

variable fundamental, y tiene sus fuertes razones, pero a veces conviene 10—

mar otras variables que condicionan con mis peso la capacidad reproductive. ©

.'1a mortalidad.

-

Puede ocurrir que laontogenia del individuo sea por. estadios, por ej.: .

huevo -~ larva -~ ninfa - .adulto, donde los narametros dindmicos varian dris-
L ’ ¥ ¢

ticamente de uno a otro estadio. Evidentemgnte trabajar con una escala de

tiempos (edades) en este caso no co

nviene,

e

Un ejemplo en vegetales seria: Semilla - plantula - planta.



14

En lugar de utilizar la edad, podemos usar en forma mi3s conveniente esta

diferencia de categorias.

A}

Un caso 1nteresante se puede presentar cuando en la espec1e en estudlo la

capacidad reproductlva ectd fuertemente asociada al peso corporal.— como en

el ovino adulto - y en este caso, en lugar de una escala de edades tomamos

~una escala de peso .0 : e€8tados corporales.
Sin embargo, en muchas de las poblaciones que el hombre pretende conocer..
y manejar, la edad es la variable mis importante y evazluable a través de dis-
|

tintas técnicas (marcade, dientes, peso'delwcristalinos etc.).

.
.

Haremos aqui una dlS oresidn acerca de la d1ferenc1a en el estudlo de la di

nimica de poblaciones de anlmales dom@sticos y 51lvestres.
- o et e enea e . : I
1:..1_ md.uc:Ju 5::1:.::1.:1_1. qu:: sc ha.\..c UEL WULED L diew -...........__,a LSRN
cidn de los valores de superv1ven01a y fertilidad: meciante modificaciones y
control del ambiente para ev1tar sus fluctuac1ones vy los momentos de stress,

concentrar 1os pulsos reuroductlvo ete. E1l an3lisis dindmico de domésticos

es casi exacto. los llmltes de 1la poblaci6n estédn perfectamente definidos (por

"ej. alambrados), se corocen los procesos de inmigracidn y emigracidn, se puede

conocer la distribucidn de edades con exactitud y en general se posee mucha in

formacidn de buena calidad.

Pero. tengase bien en cuenta que para analizar la din@mica de ambas poblacio

nes - domésticos & silvestres - necesitamos la misma cantidad de informacidn,

la cual en silvestres es gereralmente (por no decir siempre) de inferior cali-

dad y obtenible en menor cantidad. Es por eso que se aconseja prudencia en pre

tender hacer modelos deterministicos (mi3s adelante hablaremos de procesos esto-

cidsticos) con fauna y en las decisiones de manejo que se toman a partir de los

resultados del anidlisis dinzmico,

Habiendo hecho estas observaciones entraremos a analizar los modelos matri-

r_;gqa» iupor cante en la-fija

#
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ciales de dinfmica poblacional,’

= . .

Inicialmente, para 1ntroduc1rnos en el metodo, utlllzaremos un modelo sim-

nllflcado que, aunque irreal, nos permltlra comprender la base de los méto-

dos matriciales.

- Es asi que comenzaremos bajo las siguientes restricciones:

1) Tomamos en el estudio solamente (en un principiol.la fraccidn hembra de la

poblac1on, para simplificar el anallsls y poraue es habituaimente la que con

diciona la dinamica total de la poblaclon.

-
\

Esto equivale a decir que consideramos que siempre hay machos suficien-
tes para fecundar a las hembras, luego, 1l=a fertlllddeQQuesuahablara es la

1ntr1nseca de estas.

2) Diremos igualmente que la probabilidad de reproducirse o.sobrevivir es fun-

¢idn de la edad Y que éétbs parametros no estan afectados por la densidad
‘(o cantidad total de 1nd1v1duos) lo cual ocurre generalmente en las etdpas

1n1c1a1es de colonlzac1on.

3) Nuestra especie es iterGpara y se reproduce por pulsos en instantes bien de-
finidos; le unidad de tiempo discreto la iomamos como el lapso éntre dos pe-

riodos reproductivos. (p.ej. guanaco y i afio).

4) Postularemos tambi&n que los factores del ambiente que determinan, conjunta—

mente con leos internos de la especie, el valor de los pardmetros fecundidad
y supervivencia no se modifican a lo largo del tiempo con lo cual estos va-

lores permanecen constantes, . . “

. \

5) La poblacidn no sufre procésos de migracisn y

6) Ningfin individuo ge reproduce 9§ vive mas .le "m"afios,
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Habiendo definido estas bases de simplificaciGn, supongamos que NOS encon-

tramos en el. 1nstante t, y definimos la estructura [ conformaclon actual de

la poblac1on (por edades) en forma de uﬁ vector N

Z
1)

Aandn - -

No

frieyetetas “0’ =y uz,aa. Lcy "eSSitian lus srudividuus 'Ld Lautluda ae nemuras; de- Ld PO

[

blac1on que pertenecen a uada clase de edad p ej. n

n, 1nd1ca 1la totalldad'de in-

d1v1duos (Recordar ‘que aquL en mis, cuando hablamos de *nd1v1duos ‘estamos sefia-

1ando a las’ hembras de la poblac1on), que tienen entre 2.y 3 afos.

pertenecen a la dltima clase de edad (edad m a m + 1).

Generalizando, n.
i,t

.

Como ningln individuo vive mis de m afios, n_es la cantidad en hembras que

es la cantidad de individuos que estdn en la clase 1

(edad entre ©, i +1) en el instante<t:ﬂ y Z:;n- es.la suma de todos los

i,t

componentes del vector o sea el tamafo total de la pobldc1on o la cantidad

total de 1nd1v1duos Nt..

~

Recordando multiplicacidn de matrices por vectores ccnstruiremos la matriz

e nos Gé la estructura N
qu ‘r e uctura N,

Esta matfiz M - matriz de Leslie &

dra la forma:

al afio siguiente (t+1).

A
matriz de proyeccidn de poblacidn - ten-
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. fO f ——————f!'n-l fm
' | . ]
VI R
| N 1 |
. l . : \\l IO
e Py O m

Donde las f representan un factor de fertilidad asociado a cada'eﬁad {i=

0 l,.,...,m) y las 1 las probabllldades de auperv1venc*a asociadas a cadsa .

clase de edad (i=20 l,.....,m—l)..

.
. ..

- Las definiciones dadas por Leslie a los 2lementos de la matriz son las 'si-

guientes:
pi:-?fobabiiidad que ufia hembra de edad i (i.ai& } en- el tiempo t-estdvi-
" va en la clase de edad i+l (i+l a i+2) en el tiempo t+l.
- ‘ ( . . B . -
.fi: Cantidad de hijas producidas en el intervalo t a t+l por las hemb.as

de edad i (i a i+l);que llegan a vivas en su clase (0-1 afio) al tiem-

po t+1,

El valor de p. es siempres menor o igual a 1, y, en principio los valores
i

de f

son positivos 5 nulos. (Ex1sten casos con £, <~ 0 pero son dlflculuosos

de ser tratadcs matemiticamente, .p.ej. los casos de canibalismo).

-

La comprensidn de este valor de £, puedé ser un poco-compleia v serd expli-

cada mi3s adelaate. Por ahora entendemos gjue es un factor asoc1ado a la ferti-

lidad de cada clase de edad.

'Esta matriz, maltiplicada por el vector actual de poblaciGn N; nos dZ el

vector N del ano siguiente.

t+1

e
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r - 11 1r DR N O o

1fo - f - ] {ng fongtfinthn, | ng :
B O Ofx = oPo =M ,
0O p O n oonp | |n

L T y L 2) L J o L2] t41

las tres componentes (f. « I, ) ‘de 1a prlmera fila del vector resultante es
el aporte de crlas que e;ectuan las hembras de cada clase de edad,. vy, los .
n, . pi es la cantidad de individuos de la clase i multiplicado por su pro-

babilidad de 'sobrevivir tasta el prdximo periodo.

Para familiarizarnos con este tipo de matrices tomemos como ejemplo el ca-
v de. una uspecie nipotética que-vive hasta- cinco afios (hasta ciase 4), alcan
za la pubertad luego del orlmer ano, con los 51°u1ente . factores de fecundidad:

(relacidn de sexos al naalmlento “1: 1).

factor )
L ~ - .
. > _ Factor de fertilidad

. _'j total (d+9)

Factor de fertilidad
en produccion de crias 9 ‘

o

-

edad

y las siguientes probabiiidades de supervivencia:

(i}

i



“ip

-D

, 1.00

.

.00

edad
" Digamos que nuestra estructura inical en el tiempo ﬁ para la ’poblaéionyes
(100,100,100,.00,100) para la cantidad de individuos en cada clase de edad en-
tre la 0 y la b - L ' ' '

N
-

Construimos la mpp y operamos, o sea prewultiplicamos el vector inicial opor

-
BRI U

7

" To 20 .40 30 .25 oo [is ]
70 0 0  °, o| [wotl J70
lo 0 o o 0 |x[100]=| 90
O 0. 9 0 o] lioo] |90
o o o, 8 o] |00 |80 -
- : - -t T L

-

 De esta marzra obtenemos la estructura en el tiempo t + 1,
. " o

Para obtener la estructura del afio siguiente (t+2) procedemos de la misma

manera y obteramos:



st

V..

20. . Ed N - fes] - -
80 ) |es
N“2= 63- . para t+3 sera Nﬁ3= 64
8l L |57
72 N v les|
L 4 ) .- “ - 1c . )
En genefal: -
: N‘= hAva.

. e 2
-Nyz MN=MMNs M N,

’ : 2 3
.N3?MN2=MM NO=MNO

Ny= MN

oL

acony o1

v INpy -
A

-+

Py
!

. : o - R - \
que es la ecuacidn vetkorial de la dinfmica de una poblaci& que secrepfoduce

e

'ﬁor‘pulsos de perfodo "1" y nos define la estructurd dé la poblacidn luégo de

e perlodos a partir de-t = 0.

Al hablar de estructura de una poblacidn estamos dafiniendo la cantidad de

individuos y su calidad, & sea su pertenencia a determinada clase le edad.

En otras palabras, la estructura de una poblacidn estd deterulnada por un

'vector columna que tiene como elementos la cantidad de individuos que pertene-

cen a cada clase de edad, 0bv1amente, sumando todos los elementos de este vec

tor, tendremos la poblacidn total (por ahora de hembr?, so’amente)
EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD ESTRUCTURAL.

Nos puede interesar, v después veremos porqu?, saber si se llega a una dis

tribi'cidn estable de edades o sea, que aunque la p~blacidn aumente o disminuya,




v(g

la proporcidn relativa de cada clase de edad permanece constante:

21

. : ni,t - ni,t't.l

Z-nl,f Z‘ni,;'(’l |

8 lo que es lo mismo:

i

es la suma de todcs los 1nd1v1duos de todas las

Recordemos que zi_n ,t
"t ' -( la suma de los elementos da1

clases de edad tomadas en el 1nstante

vector poblacién.Nt).

Podemos imaginarnos en este caso que la estructura (supongimosla piramidal)

crece de la siguiente forma:

— Pt

manteniendo las relaciones-antes citadas.

. : @
Este hecho puede describirse en forma marricial como si la matriz fuera

reemplazada tor una constante (escalar) va que su efecto es el mismo, o sea: .

= y - 3 ;e . - '= - N
t+1 M. Nt equivalenie a: Nt+l Constante . Jt
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En este caso, si nuestra poblacidn tiene estabilidad estructural, su evolu-

cidn - 8 su dinfmica - queda caracterizada por la ecuacidn antefior, donde a la

constante la llameremos X@'

eb1 T T
-4

En otras palabras, luego que se alcanza (si se alcanza) la estabilidad estruc-

tural - estructura estable de edades - este A toma el lugar de la matriz M.
‘Recordando la ecuacin (1) de la pagina §2.. 29, y si partimos de una es—.

tructura estable en t = 0 sera:

Ed

. t
N =N, - DN
5i a este_)\'le damos el valor e’ vy reemplazamos nos queda:

No=N. e o L

que evidentemente nos recuerda la’ecuacidn cldsica de la dinfmica contfnua que

vimos en el capitulo I, como integral de la conocida d¥ / dt = r.N.

En suma, sin perder de vista la diferencia entre lns modelos deterministi-
cos cont”nuos y discretos, toda poblacidn que haya alcanzado una estructuraes

table se comporta cowo dicta la teoria cldsica de la dinfmica de poblaciones.

Este hecho abre perspectivas de andlisis muy interesantes a partir de la

preguntas

;Existe en nuestra poblacidn, cuya dinfmica est3 caracterizada por la gcon-
& . ’ : ‘ &

formaci®a de su matriz M. una estructura estable tal que:
. N s "

Mp A ? A &
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En 4lgebra matricial esta ecuacidn corresponde a la definicidn de los va- .

- léres propios () y vectores propios Q/L)'de la matriz M. (También se llaman

eigenvalues y eigenvectors & raices y vectores latentes).

Estos valores surgen de la resolucidén de la ecuacidn vectoridl (2) y son
importantes pues definen comportamientos basicos de las poblaciones en estudio.
Si estos valorés(>\) y vectores Q}L) existen tal que satisfacen la ecuacidn

(2), esta puede escribirse como (Searle, 1965):
(M-X1)u=0

(I es la matriz identidad). . L

Esta ecuacifn tiene solucidn distinta d= La trivial solo si el determinante

.del sistema es nulo, & sea:

R T

.Esta ecuacidn se llama ecuacidn caracteristica 5 secular,

- .

Su resolucidn nos darid los valores de >‘qz/q buscados,

Para comprender la resolucidn de una ecuacidn del tipo de la anterior ejem-

plificaremos con una matriz mpp de 3 x 3 para encontmar-los valores de A:.

La ecuacidn (3) desarrollada es, en este caso:
. LR

£ £ £ 10 0 ‘

R, 0 0 -—>\ 0 | 0 = 0
; 0 O

° ® L i




24

J Y A
‘Desarrollando 8 expandiendo este determinante como-vimos en capitulo III

. nos queda una ecuacidn de tercer grado en >\ H

R N I g 5 %
(fo-A) 0 N =P, 0 '.>\‘ +‘ Ol N o = 0
) . Operando: i | N ‘ N
(6-A). K- p x4 p p f, - O
Luego: |
->:7'>;‘fof)\;°,+€pop, £20 g
10 1o que es lo mismo: .

.' .X—ife")\pofl—pog fz =O

Esta ecuacifn de tercer grado (pues en el ejemplo trabajamos con una matriz

de drden 3) tendrd tres _r_a:’.‘ces >\°,>\| y>\z

. Los calculos para obtener los \ se hace generalmente con una. computadora,

para matrices de cualquier drden y_que ademds de los autovalores A nos da los

autOvectores/% asociados a cada uno de ellos.

Estas matrices de Leslie cumplen con ciertos teoremas del &lgebra mafricial
y Sykes (1969) demuestra que siempre uno de los valores propios ( )\o ) cumple

con las siguientes propiedades:

a) Ao ‘_es real



b) A\, 00

¢) Este Xo es mayor 8 igual que el valor absoluto (se indica con dos

barras verticales) de todos 1os otros autovalores:

. ' ’ = _ )\o z D\}’ P\Z"? tmre- l>\n—ll
A.este Ao se lo llama ralz latente - o valor propio - dominante y al vec—

tot’ﬂﬁ,asociado a este Xo se lo denomina estructura estable.

'Este vector existe siempre y es caracteristico de nuestra poblacién‘ya'que

la matriz M esta conformada por las caracterlstlcas ‘vitales f yp de la pobla—

c1on en estudic.

Al existir siéempre esto nos indica ue se llega a una estructura estable
p 4 & .

- Aa sdaAdse ﬂ1-31qL1 arns ann 1« nni-v'ncf-uvﬂ ToTaral fn.-. -—n.—"l-JaJ Thyor mwem o~ nas )

1n22la. (80 TI2E8.3344 aay \..‘“_\__‘,\,1:'2 L
En otras pa%abras: teniendo en cuenta los pos tulados 1n1c1a1es (constanc'a del

ambiente,~:%é.}~y partiendo de cualquier es;xuctura inicial llegaremos a ia es-—
tabilidad estructural si dejamos pasar suficiente cantidad de tiempo (muctips pe-

yiodos, t grande en la ecuacibn N, =M .;Ho)i‘

Estos valcras X son muy {itiles, pues conociendo - & estimando - los f -y
pi y construvcendo la matriz M, caracterizan el comportamlento dindmico en: esta-

bilidad de nvestra poblacidn (siempre con'las hipdtesis y postulados de que ha-

blamos al principio).

34

Si )b >1  1a poblacidn crece (recordar Nt I\ NO)

Si )w =1 - 1la poblacidn es estacionaria (v estable, por supuesta)
: <

si A, {1 ia poblacidn decrece.

r T
Recordando que A =€ o sea In A\ = r, la equivalencia con los modelos..clisi

cos continuos os:



MODELOS MAS COMPLEJOS'Y REALES.
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S ) (oo

A1) {r¢o

4

La relacidn del xk - raiz latente dominante - con 1os otros autovalores

nos da una idea de la sen51b111dad de nuestra poblaclon a. un apartamlento de

" la establlldad o la respuesta a una perturbac1on.

- 8i a) Xo »ﬂ)ﬂ_; IXJ"; » la poblacidn es muy estable v tiende'réﬁidamente a

‘una reestabiliZacidn de su estructura luego de sufrir una perturbacidn.

$i b) X.Zy|>J ; IXI ,,,';‘, luego de una perturbac1on se llega lentamente y

-con osc1lac1ones importantes a la establlldad

c) En alzun&é'casoéémuv particulares eﬁ la teoria, apareﬁtemente existen-
‘tes en la realidad, cuando la especie tiene un comportami@nto reproduc—
‘tivo, tal qué 1a primeia'fila de la matriz quede conformada de forma pe-
riddica (por eiémplo:' 070 £, 00 £, ), el valor absoluto de los mbdulos
de’ los primeros autovalores es 1gual .y existesun comporramL61to ciclico-

oscilante con erlOdO 10ual al nfimero de raices iguales.

En este capitulo trataremos de acercarnos al anidlisis de los procesos mis
reales que ocurren cor las poblaciones en la naturaleza.

-
-

Para ello introduciremos algunas modificaciones en el modelo elemental pre-
. . . ’ &
sentado anteriormente. El estudio y manipulacidn de estos modelos mds comple-

jos ros puede ayudar a comprender alguncs aspectos de la dinZmica de poblacio-

" nes reales:

a) Incorporacidn de los machos en el anflisis.

-
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En‘ﬁuchos.casos nos.interesa'conocer la evolucidn total de la poblacidn
. teniendo en cuenté tambign a los machos. Esté-sucédé habitualmente cuando
trabajamos con modelos densodependientes, cuando existe mortalidad diferen-
cial, relacidn de 5exo0s distintafde'l:l, cuando la etologia de la especie
es compleja - principalmente durante la reproduccifn-y cuando la especie va
. a ser sometida a alglin tipo de explotacidn, por nombrar algunos casos.

Es posibieatrabéjar con dos matrices interactuantes ; de hembras y de
machos ‘- pero generalmente es mis claro utilizar una séla matriz y un sdlo

vector poblaridn.

~ Este vector lo definimos de la siguiente forma:

.nogw
Nod
1ﬁ;%{.1v T el e e e e

A

?
| Pa d]

1 (suponemos m = n)

Donde n,CP es. el nimero de hembras de clase i (edad entre ie i+l) vy aua-

1ogamente rh<j/ es la cantldad de machos de clase 1,

Este vector nos represnnta la estructura’ de la poblac1on en sus dos frac

‘ciones - hembra y macho - en cada instantc i(m: longev1dad€9 ; n: longevidad
o). |

‘Podemos definir entonces los siguientes parametros:
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F. s Fertilidad de las madres de clase "i" en produccidn de machos.

(4

£, : Idem para la produccidn de crias hembra,

Suponemos aqui que hay relacidn de sexos al nacimiento distinta de 1:1,
- ‘ e . - . - ) ‘1 ...
‘si la proporcidn es precisamente 1:1 sera Fi5= fi =5 de la fertilidad to-
tal por clases.

-

Si ex1ste mortalldad diferencial entre sexos - generalmente es asT cuando

hay relac1on de sexos distinta de 131 deflnlmos'

P,
i

Probabilidad de supervivencia de los machos de clase "i"

o

P

i Idem para las hembras de clase "i"

Fostulamos alin que siempre hay machos suficientes para fecundar a las

-
Thomhrae. . A .caa.aua
AR - 2..0ue

- - .
intrinseca,

Con estos valores definidos construimos la matriz (por sencillez darnos

un ejemplo’ con 3 clases de edad) y operamos con el vector Nt para obtener la

estructura de-la poblacidn en el tiempo t+1 (Nt+l)'
[~ . -"‘ [~ - - ‘
fo o 0 f, 0 no? : fo nog*‘f! Mg+t Nag
F, o .0 F, o Nod an+ 29
Do 0 020 0 O nlg- P D o9 R ;
-l o B ¢ .o o 0 N . . Pe. Nog - o v
0 0 P00 of <Ny PNy
© 0 9RO of [nyg  Rng ¢
B 4 L4 L i
. v'\'“ N t * . ‘t‘l
Donde ' : t .NT+1

Z— f; nlg (QQ){»_.{ y Z’“ Fi ni'9=(n00’)f+{

(Estas dos ecéuaciones a1 veces de prestan a confusidn, ya que en el primer
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';isticaschalicuantitativas del vector de machos.

29

término de ambas aparece nig s Pero recordar que las que producen las

crias son las hembras, sean sus hijos machos o hembras).

.

De esta manera, igual que anteriormente, podemos observar la dinidmica
de la poblacifn pero separada en sus fracciones hembra y macho.

Cuando existe condicionamiento de la fertilidad de las hembras en vir-
tud de la cantidad de machos y su estructira de edades, puede trabajarse

con estas matrices pero haciendo Fi y fi variables en funcidn de caracte-

Hembras postreproductivas

Volviendo a-la . matriz clisica (sBlo se-consideran las hembras) para a-
nalizar la dinZmica no hemos tenido en cuenta las que estdn en edad pos:cre

productiva (definidas como aquellas que par la edad ya han agnrado eu zapa-

oid, cductiva) ya que, al §n0 apoitarcrias, wo Interviénen en el pEd
ceso dinamlco. Desde el punto de vista .del Algebra matricial es necesario

trabajar de este modo pues si nmo la matriz es singular (su determinante és

‘nulo) y es imposible la operacidn. B

Pero dado que estas intervienen en la cantidad total de individuos de°

la poblacidn y en consecuencia en su relacifn con la capacidad de carga

del sistema, las podemos incorporar. L

La forma de operar es la siguiente:

Con la matriz no singular (s56l06 hasta Ta ulflma edad reproductlva)
obtienen los aucovalores 'y autovectores y se reallzan 1os anallsls necesa-
rios, luego, en la proyecrcidn de la poblaridn, se multiplica cada vector’
resultante por una matriz de. post-reproductivas que contiene en su diago-
nal principal "unos" para las clases reproductivas.y las‘pi carrespondien—

tes para las Gltimas clases no reproductivas. Aunque en forma somera, ya

. . ¢
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que es un poco mﬁs complejo; es 2sta una manera de operar. .
~ Cuando la especie vive muchos perfodos (afios) y la poblacidn bajo estu

" dio es creciente CX>1 ) generalmente los individuos de las dltimas cla-

ses de edad son pocos va que hébitualﬁente susvpi son bajos 'y la cantidad
que llegan a la primera edad no reproductiva es: ' |

5 ) ) ; .
" Siendo r la Gltima edad fértil y.

r
,nPOStreprod.= n°i13-p¢‘
~ . ademis es siempre P; £ 1.

En estos casos lcs errores. que se cometen al despreciarla es general-

.mente pequefio pero en-el caso de algunas poblaciones (hombre en ciertos pai

ses) y en la mayoriavde las poblacionesAdeclinéntesila representacidn de la

cantidad de las {iltimas clases puede ser grande y debe ser tomada en cuenta.

- Muchas veces nos puede interesar como era la poblacidr en el pasado que

did origen a la actual. En este caso, recordando matrices inversas es:

=M : N vy asi sucesivamente

N.H- M . N1,~ '
.N -1 .

En el caso de poblaciones no estabilizadas no se puede ir muy atris en
el tiempo pues pued:n aparecer vectores con elementos negativos.

. ' -

d) Mairices variables., B ’
- . ‘ , @

Otro caso interecante de tratar.ocurre cuando la accidn del ambiente so-
bre las caracteristicas f y p de la poblacifn es wmarcada y posible de cono-

cer o estimar. . CET

s
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En este caso se reemplaza a 1la matrlz M por otras A-B-C- ... que corres—

e e s

ponden a cada perfodo y cada una. de ellas con 1os vé?bres de £ Yy p corres-—

pondientes a su interaccidn con el ambiente en cada uno de estos periodos.

Si la secuencia de ocurrencia de estos periodos es conocida, asi tambien
como las matrices correspondientes serd, por ej. para una secuencia: A~B-A-
’ o .

C-c sesecee -

Npyy = AN, - |
™ N, = B.N, = BIAN, T
o Nyg T ANy, = ABAN,

e ¢S S C P RREOEIOERT PP OCEOILIODRLTS

ar con matrices variables -siempre a

L—h

Otro caso’en que se puede trab

aves ds- ‘28 - tuando - POARIOS. caracceml‘“f\

zar la accitn del amblente sobre los parZ@uetros f y p con los valores de

estos, y sinular el 6rden de ocurrencia msdlante su asignacidn al azar con
una probabllldad determinada. Ejempllflbando. caracterizamos a los pario-
" dos (afios) como buenos - medios - malos y construimos las matrices con 105'
valores de £y p correspondientes, luegu, de acuerdo a la informacidn dls—"
ponible asignamos una probabilidad de coacurrencia a cada afio, p. ej. hueno
1/4,'medio 1/2 y malo 1/4 y con estas probabilidades asociadas a cada-yperfo
do generamos al azar la serie correspondiente.

Estos procesos son interesantes y Gtiles de realizar pues nos pone ¢n

claro —aunque el efecto medio|/de las matrices sea el mismo— que la aleato-

. i . . °
riedad modifica profundamente! las caracteristicas de la evélucidn de la po-
.‘ 1 N EY . .

blacidn. e . oy
Otra foima de proceder es mediante ls introduccidn de un factor aieato-

rio acotado que influya (generalmente multiplicéndo o dividiendo) sokre los

valores f 7P de la matrlz-vriginal.La simulacifn con este tipo de matrices
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e)

nos ayuda claramente a comprender la diferencia entre los procesos biold-
gicos y los matemiticos, aunque la esperanza matemiAtica de los valores alea-

torizados sea igual a los de la matriz constante.-

Densodependencia,

Hasta ahora habiamos analizado la dindmica de poblaciones en las cuales’

se permitia el libre crecimiento. De todas.maneras, los datos de f y p ob-"

tenidos a ¢éampo -salvo que la poblacidn est@ en las etapas iniciales de co- -

lonizacidn-, tienen por si incluido el efecto de densodependencia.
No debe confundirse sin embargo la diferencia contre ambos modelos.

Sus sensibilidades a perturbaciones son distintas asi como su contexto
conceptual. . '

Lo ideal es conocer para la especie en estudio sus valores f. y p; en
condlclones de saturszc¢idn (N‘tendlendo o cerca de Y) y, de Areas vecinas,

1nformac10n que provenga de poblac1ones en cond1c1ones, reales o provocadas,

de colonizacidn.

Con estos elementos es posible que puedan construirse modelos densidad-

dependiente de cuyo andlisis puedan extraerse conclusiones de valor y for-

marnos un juicio mis acertado acerca del comportamiento dinfmico de la pobla

cidn.

Los conceptos de densodependené¢ia ya los hemos.visto en el capitulo II

al tratar el modelo logistico continuo. En el cilculo discreto, cor matri

ces de proyeccidn de poblac10n, podemos xncorporar factoree de densodepen—

dencia que afecter A los f Y Py de la matrlz.

Tomamos aqui la densidad como proporcional a la tantidad total de indi-

viduos que 1lamamos N, (Nt.= 2 ni,t)'

.
.

ey

Y
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La densidad que tomamos en cuenta puede ser la actual Nﬁ, la que habia
el afo anterior Nt—l’ 1la que habia cuando los individuos de cada clase na-
cieron Nt—i-l’ etc. o combinaciones de alguna de ellas.

Veamos un ejemplo sencillo:

SupbngamQS‘que los valores de f y p estin deprimidos (divididos) por um
factor'qi ¢ due éepende de la densidad en ese instante.y que esta densidad
)

estd representada por la cantidad total dz individuos N, .

. Ademis, para simplificar, postulemos que este qges el mismo para cualquier

"i" y que su accidn es la misma sobre f o sobre p.
| . .

A este qe'lb podemos imaginar como una_funcién 1ineal del niimero total de
individuos N, del tipo:
.9 - ey 1)
-,

Donde ¢ es una constante > 0.

Construimos una matriz Qt; matriz diagonal de los q;

p-

19, O O”‘fw

0
- 0
E
1

.-_..-O ‘

A

- . 4
Nuestra nueva matriz de proyeccidn M y2 no ser3d constante y, como el

factor depresor qt‘accﬁa como divisor de los fi Y Pss nuestra matriz serd
funcidn del tiempo ya que 10 es de la dersidad instantdnea. Recordaud» ma

.trices diagonales inversas:

-1
Mt = M.Q,



La evolucidn de la ﬁobiaciﬁn en el tieméo seri:
N =M N = M. Q -1 N‘
g . . v tkr,/’. t

£ e

' Vemos que siic = G-en la ecuacifn (1) es q, = 1'nyt seri la matriz

unidad, & sea que. estamos en el caso densidad independiente.

La inversa de la matriz Q. es:

.. r— ] | -
t 10 i/, 0—-— : ' R O
o /lq’\ . N . 'I

I RN

Por analogia con los procesos continués podemos pensar que nabri um mo--
mento &; en que la poblacidn (N@') tienda a la capacidad de carga del sis-—

tema K,.

- En este momento la poblacidn serid estaciomaria ()%; = 1) 'y para que esto " -
ocurra los coeficientes q  de Q. deberdn en este caso ser iguales al o )

(de la matriz M).

Reemplazando en ( 1 )} tendremos:

'*;\o = 1‘ﬁ c.XK

y podemos despejar para obtener la capacidad de carga K en funéién;delqau—

tovaler dominante de lz matriz original M y del féctor de densodependencia

"C". 3
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De esta {iltima écuacidn se desprende el resultado obvio que cuando ma~
yor sea la capacidad de crecimiento de nuestra poblacifn expresada a tra-
¢+ vés del Xb de la matriz M, y menor sea el efecto de densidad dependiente

por el coeficiente c, mayor serd el tamafio a que llegard la poblacidn.

Leslie (1959) trabaja en un modelo mis complejo, similar al anterior
donde qi’t”es distinto péra cada clase de edad lo cual significa gue‘el e~
fecto de la densidad difiere en los distintos grupos de edad (la accidn de
1a*densidad no.es la ﬁisma para todas las clases,de edad) y,tiene una doble
dependencia: de la densidad en el momento (t) y la que habia cuando loé in-

dividuos de cada clase de -edad nacieron (:=i-1).

-

Entonce; estos UG ¢ serdn; '\\\/
) .- . .

= 1+ ?'Nt—i—l L

9 ¢ +b.N iCona, b>0

En este modelo se 1lega al equilibric con Ssclilavivues amortiguadas.de-

£

/ . . ) v ;

El valor de K al:que se tiende es:

e

' sl '

a+b

f) Matrices de estado. CRE

Muchas yeces en la practica no es pogible conocer ﬁédiante trabajo deb;
. campo cada una de las'fi,'p:.L de las'distinuas clases de edad, pero si pa;'
ra grupos que abarquen varias clases. En =zse caso’trabajamos con las lla-
madas matriees de estado (stage projéction mat.) mediante el agrupamiento
. M %

de-las clases eu estados,

Con un ejemplo se verd claramente: es freécuente que de la especie en
estudio solo podamos reconocer .a caupo las diferencias entre v.g., las hem-

bras prepdberes (juveniles), las primipiras, las adultas y las en edad



postreproductiva.. Este reconocimiento puede ser por comportamiento, tama—

fio, color,” pelaje, etc.

Sin tomar en cuenta las hembras postreproductiVas,=pues no aportan a-
la dinimica al no proveer crias,- tendremos en nuestro eJemplo tres grupos

' o estados para el andlisi

Estado Oﬁ Prepﬁberés (Fertilidad = 0)-
Estado 1: Primiparas (Fertilidad = £)
"Estado 2: Adultas '_(fertilidad =‘f2)

AN

-~ - Conviene aclarar que al agrupar perdemos informacifn .pero reducimos el

error de muestreo, Cuando mayor sea la desagregaci®n en clases seri habi-

tualmente mayor el error: con que se obtendrin los datos de f y p.-.

'1Sa1VG'que existon cOﬁﬂici;namiea DS de ‘otro tipo,use deberencontrar UOR - s g e

soluciﬁn 49/comprqm;so antre las perdldas de informacidn por agrupamlento
y el error por desagregac1on.
- - 2 X - P . - - 3 A. B ) - . . P
Siguiendo con el ejemplo, si temamos como antes uun periodo de un afo,
‘existe ahora una cietta probabilidad de que un indiv¥duo permanezca mis de

un afio en determinado estado..

‘A esta probabilidad de permanzcer en el mismo éstxdo4i a llamamos Pii
y a la probabilidad dc cambiar de estado la llamamos Pi;- O sino de otra—-

LR

forma:

p. .V i=] : Probabilidad de permanecer <

i’
pJ v If j : Probabilidad de cambiar de estado.

La forma generalize la ce estas matrices es:
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-
- s -
- o

.

En el caso -bastante habitual- que con una correcta eleccidn del perio-

~do y del agrupamiento, los individuos no puedan saltar estados ni retvoce-

e

der en los mismos esta matriz toma la forma:

£ £ f ____

F%S'o : t 2

pOl pll _O .

SN - -'M :
B RRE S T Q [2) Y G e e M B .
R g s 22 . - . e
[ ] |
. 1 1 ! N
.‘ ! } \\ J

- ’ L3 a LY ‘
onde sdlo-existen los p., ¥ los p.. = p. .
dond Pi;s Y le ¥ +1°
Un caso tipico de utilizacibn de estas matrices es cuando la espezia:
cambia de estado propiamente dicho, tal el caso de desdrrollos por esta-
dios: huevo-larva-ninfa-adulto. ‘
Otro caso de cBmoda utilizacidn de este tipo de matrices para el aanii-
lisis dinimico en vegetales es la diferenciacidn en semilla, pléntula v,
.planta. La Unica que tiene valor de f # 0 es el Gltimo estado y la ma-

triz queda conformada:

.
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rF&s‘ .Q
’ Mc= [Py R 0

. o n, n

_ Dgnde Pyo ©S la probabilidad de‘no‘germinéciﬁn‘de 1a semilla en el pefig
do comnsiderado; pol~gs la prob, de'germiqacién y'los pii y'Pij siguientes'
son las probzbilidades de permanecer en el estado o pasar al siguiente.-

~ Con este punto finalizamos el estudio de los céqos mis comunes de anili-
sis y para cada caso en especial deﬁe adoptarseZSiQéarse el modelo dé,éné—

1isis que.ﬁés_cdnvengﬁ a nuestra posibilidad de obggnciéh de la informacidn

bidsica, sintéticamente £ y p. e,

VII. MANEJO. - .. D N <

les engloba todaswdlas posibilidades:

a) Tratamiento de una poblaciln pequefia o declinante para aumentar su den-.

sidad (comservacidn). . . : Lo

. b) Tratamiento de vna poblacidn muy densa o creciente para estabilizarla

o reducir su densidad (contro})y:

sostenido

.c) Explotacidn de una poblacidn para extraerle un rendimizato

‘(cosecha sostenida). - . ET . . B

+t

Siempre dentro d¢ los modelos matriciales que 1:0s ocupan analizaremqs

" estas tres alternativas, como mayor detalle en la dltima de ellas.®

A) CONSERVACION.

Como primer puso, esto es general para cualquier andlisis dirdmico,

se debe obtener informacidn acerca de los valores fi Y P de la poblacidn

Caughley (1980) define tres.casos de wanéjo dapoblaclones, -em 1os cud. . Lz, ..
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y censar para conocer o estimar la cantidad de individuos‘por clase de
edad o estado. Es importante verificar si existe o no estabilidad es-
tructural en la poblacidn ya que la declinacidn observada puede deber-
se a lds efectos retardados de una perturbacidn anterior y no a una de-
clinacidn estructural debido a disminuciones permanentes en los valores

de £ vy p.

Con estos modelos matriciales es posible determinar la sensibilidad

de nuestra poblacidn a modificaciones en los fi °p;-

y Nuestra accidn serd —andlisis.de costo mediante- la que permita una

mds ri3pida recuperacidn de-la poblacidon hasta niveles aceptables.

Este anilisis de sensibilidad- puece hacerse en forma tebrica o me-
diante 1la-simulaci®n en cemputadora. En esta, simulacidn se estudian-las
alternatlvas resultantes de la modificacidn (aumento) de los valores. de

. 8.p. 3o e sible .
fl g&gl sobre los que s posi 1 actuar en la préctica

B) CONTROL.

CaBQn'aqui hacer las ﬁismas~considefaciones que en el caso anterior
respectc a los valores de £, p y estabilidad estructural. Realizadc el
andlizis de sensibilidad se determina la fraccién de la poblacidn sobre
la que se debe actuar y sobre cual de,sus pardmetrgs (f & p) se centrari

la accidn para obtener la estabilizacidn o el descenso de la poblacidn.

La dﬂferenc1a fundamental en la respuesta es que las modlflcac1unes
en f _son 1ndepend1entes de los valorazs iniciales de fi en tanto que el
efecto provocado por acciones en las pi~depende,de los valores de p, ori

ginales (Demetrius, 1969).

C) EXPLOTACION, o
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La explotacidn de una especie por parté.del hombre consiste general
mente en la extracecidn de individuos de determinadas clases de edad de
una poblaciGn. El hombre trata -6 deberia-tratar- que la explotacidn
que realiza no ponga en peligro la existencia de 1a>especie y pretende

que el beneficio obtenido sea el maximo.

(Es interesante el libro de Clark (1976). para estudlar los aspectos

'bloeconomlcosl 51 : A

Este miximo puede ser en cantidad de individuos, en biomasa mixima
extrailda, en beneflﬂlo econdmice max1mo extrayendo de determinada clase
~de edad (la de mayrr valor), en optlmlzar la relac1on beneficio ‘extraido

. costo de extraccidn, etc,

Para la alternativa de extraccién que se propcnga existen métodos de
-

’_u - - . 3 '. e . » -’ -
cptimizacin y, también, para determinar cuel es la alternativa 8otima

algunos ca-

g

de extraccidn. Aqui nos ocuparemos de expresar mediante mp

sos de extraccidn (i cosecha),

1. Extraccibn propoercional:

Si recordamos que: ' G :

“en el caso de extraccidn proporcional, en el instante t + 1 nuestra

' poblacidn estar3d representada por la ecuacidz:

) = H.®™.N)

N M

t + 1
Donde H es una matriz diagonal cuyes coeficientes corresponden a la
proporcidn de individuos de cada clase de edad jue no extraemos 8

sea que quedan en la poblacidn. Si:
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6 0 0ceceno]
0O .8 0--—m-—.
H = .
o o {1 0---
1 1 1
] : 1
. EEE N B e
1l S
i J

significa que ektraemos el 40% de 1a primera clase de edad, el 20%

de la segunda y ninglin Individuo de las demis.

Este es el caso de hacer la extraccidn luego de la reproducc1nn
~simplificando el tema— pero podemos pensar en realizarla antes (aun
que intuitivamente nos demos cuenta .que no conviene, Doubleday (.975)

lo demuestra). En este caso es?

f

o ) M. (N

[y

tF L

Como criterio general se puede afirmar que no es prudente actuaar
“en extraccidn, ni siguiera simularla, en poblacioras que no presenten

una estructura estable o cerca de ella.
En el siguiente ejemplo grafico se aprecia el porqué.

Supongamos que solo hemos realizado censos totales y no por.nla—
ses o estados 10 cual nos 1mp1de conocer la estructura de nuestra po- -
blacidn, y que la cantidad de individuos totales en estos censas .es
Nt T > Nt’ y tos 1nc11namos -va que se cumple la desigualdac an-

terfor- a efectuar una explotacidr-del recurso.

Este aumento de la poblacidn puede ser el resultado de estructu-

ras como en el grafico. y :
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N, - N,.: >N, -

donde la parte réyada corresponde a las clas=zs reproductivas.

Si extraemos en este caso nos puede llegar a quedar una estructu-—

ra del tipo:

T

Ny
que puede conducir a la extincidn por la baja cantidad de individuos.

con capacidad reproductiva.

Otra precaucidn que debe ser tenida en cusnta es que en estos mo-

delos de tipo deterministico simples no se considera la variabilidad =
_del ambiente. Reed (1978) demuestra que la tasa de extraccidn soste
nida decrece cuando aumenta la fluctuacidén cel medio y también conclu
' - - - - . - - -

ye que la tasa de extraccidn que se predice sostenible en un andlisis
determinfstico no lo serd cuando hay presente variabilidad ambiental,
Esto es ciertc aunque las variaciones ambientales sean pequelias y nos

indica prudencia en las recoméndaciones de explotacidn.

2. Extraccidn absoluta. . ' -

La expresitn matricial cuando se quiere extraer.una cantidad fija
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de individuos de determinadas clases, es:

LNt+l). = M.,N -H-

"Donde H es un vector cuyos elementos representan la cantidad de in-

dividuos que se extrae de cada clase de edad.

3) Extraccibn de machos.,

En especies poligiﬁicas , en especial en aquellas que muestrzn,
~como en varios mamiferos, un comportamiento reproductivo basadomén
la formacidn de harenes donde un macho'dominaﬁte vigila y fecunda va-
rias hembras, puede pensarse en-lahextraccién de los machos periféricos

sin por eso disminuir la capacidad ' de crecimientode la pablecién.

S= puede citar el caso de la explotacidn de las poblaciones de lo-
bos marinos mediante la extraccidn de crias macho para el aprovecha=-

miento de su piel.

Con esta reduccidn se pretende modificar, con el tiempo, la vela-

¢ibén macho/hembra en las edades reproductivas, .

Ce afirma que de esta manera no sblo se mantiene la cépacided de
crecimiento de la poblacidn, sino que la misma se incrementa al-lle-
var ka relacidn machios/hembra hacia el éptimo, aumehtando la probabi-
lidad de fecundacidn de las'hembr@s asi como la probabilidad de-:super-
yivercia (po) de los mis jdvenes que mueren por aplastamiento durante

las luchas por la posesidn de los harenes.-

Se trabaja, en estos casos, cou la matriz de machos v hembras ya

o

vista en el capitulo VI y con un equema que puede ser del tipe:

.

o cq1) S OHLMON)
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Donde H es una matriz diagonal con componentes distintos de 1 en .

-lugateé alternados de la diagonal principal.

Los ﬁalores_hi representan la prop6rc16nvdevmachos de cada clase
de edad "i" que no se extrae de la poblacidn. :Por ej. si extraemos
el 60 Z de solamente la priméra clase de edad (crias) todos los_h:.L = 1
salvo ho que tendrd el valor 0,4, :

Tor Gitimo veremés uum CdoU Yue se iratd de la miswa iorma que el
de extraccifn. Los procesos de migracidn adoptan en el tratamiento
matricial la forma de la matriz H en el caso de emigraciones y de

(-H) en el-caso de inmigraciones.

Keyfitz y Murphy, (1967) plantean un modelo .interesante pues reiinen
en €l el "hacia" dende y "de" donde provienen los individuos -que migran,

mediante el siguiente esquema donde:

R, S y T son las matrices vitales correspondientas a cada 1ugar57J,

Ky L son los vectores que definen la estructura de cada una de esas

poblaciones, : : .

El proceso dindmico, cuando no hay migracidn serd ertonces:

'.R J RdJ Donde euste vector indica las
' ' estructrras.en t + 1.
S <K | = |sK nert ’
T L TL
L B
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Cuando existe migracibn, v.g. del sitio S al R, esta migracidn

la representamos por una matriz M tal que:

-

(R M 0] [4] Tru+ MK

O SM 0fy] K SK - MK

| 0 o T | L] TL |
L f - i . f#‘
Donde M tendrd. 1la forma: .
[m, 0 0 ===
) o m O ---—--.

£
"

ey
r————
3

n

1

1

i

'

!

1

Con los mi;representado la propcrcidn de individuos de cada clase
"i" gue migra de S hacia R.

Como cada grupc que se desplaza lleva consigo su informacidn gdni-
By a4 e . A e P PuEN P, -
ca, este modelo puede utilizarse para andlisis genético cuantitativo

en el caso de movimientos entre distintas poblaciones.

VIIT. LOS COMPOGNENTES DE LAS MATRICES. DE PROYECCION DE POBLACION,

—

A La diversidad de criterios respecto = los eleméntos que configuran las
matrices de proyeccidn de poblacidn es grande en la literatura. Esta di-
versidad reside en la complicacidn derivada de la aéimilacién de un proce-
so continuo de la natiralezm a uno discreto en los modelos, unido a las di~

ferentes formas posibles de obtencidn de la informacidn basica.

Nos detendremos en el andlisis de la bibliografia mds citada antes de

entrar en uu desarrollo que creemos puede clarificar el tema aunque sea



46
~aun nivel elemehtal.

Los coeficienées ééociados a feféilidad; los autores lo llaman fi’ fx’
f ;:Fx; g x), L los asociados a supervivencia P PX, P sx,'etc.,
por lo cual usaremos indistintamente la notaciénvde cada autor.lewis (1942)
llama a f factor de fertilidad por individuo de edad (r-1) a r unidades
¥ s, factor de superv1venc1a por individuo al pasar del grupo r al (r+l) y
no entra en el anilisis especifico de estos valores sino en el efecto de

la matriz con ellos comstruida en la dinfmica de ia poblacidn.

Leslie,quien mids elabord el tema en los aflos 40 muestra-obviamente- con-
sistencia en sus definiciones en sus trabajos bZsicos, (Leslie, 1945, 1948a,

1948b, 1959), vy define estos coeficientes (trabajando con hembras solamente)

como s

:"'d

Probabilidad. nue .una hpmhrn Ada adad. ¥ a.xHl or.e1 tiemos & cotiiviva

"en el grupo de edad x+1 a x+2 en el tiempo t+i,

F_ : Nimero de hijas racidas en el intervalo t a t+l, ﬁor hembra viva de
edad x a x+1, que estardn vivas en el grupo de edad 0-1 en el tiempo

t+l1. : N

_Utiliza por conveniencia una definicidn distinta a la de Lewis (este toma
fr-cdmo factor de fertilidad de las hembras de edé& r-1 a r y Leslie F de
X a xt+1) y obtiene estos valores a partir de las cldsicas frecuencias mater
nales m suponiendo que las muerfes se producen enila mitad de los interva-

los (ver Leslie 1945, p..185). .

Lefkovitch. (1965), 1966) toma.las mismas definiciones aunque en (1966)

toma el intervalo de tiempos dé forma tal que caiga en la mitad del inter-—

valo de edades.

Pollard (1966), Goodman (1967, 1968, 1969), Pennycuick (1968), Usher

AE LM
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(1972), Vandermeer (1975), Cooke. y Lebn (1976), coinciden en las defini-
ciones de Leslie aunque Usher, pese a deffnirlas correctamente usa direc—
tamente las frecuencias maternalés mX en su ﬁatriz para dinfmica de pobla

ciones de ballenas,

Vandermeer (1981, p.35) define de.acuerdo a Leslie pero aqui omite }
como sumando de g (0) en 1la matriz de estado (y una fila completa, la se-
gunda, aunque posiblemente por error de transcr1pc1on), ya que aunque Jde-~
fine g (x) como permaneciendo ias crias vivas en t+l puede caber por defi-
nicidn de matrices de estado, que'pérmanezcan.en el grupo (0) en t + 1, t + 2,
t + 3, etc. luego,debe incluirie P ' | . :
‘Pielou (5.969, 1974, 1977) coincide con Leslie en las defln*Clones de F
y P pero en-la forma de obtencidn de este ultlmo dlflere en 1969 y 19/4 debl
do"a qué en 1974 trata poblaciones pulsantes, Como la referencia la efecta

.

~cn Lz ccccidn anterior esia fULﬁa"pUCdd-prgstalse‘a cdnfgsién.
Por otra parte Darwin y;Williams (19641, Usher (1966}, Demetrius (1969),
Beddington y’'Taylor (1973),'Beddington (1974), Doubleday (1975}, Mende®ssohn
C1976I, Guckenheimer (1977), omiten en su definicidén la parte final d= da de
Leslie "... de crfas que llegan vivas en su clase en el tiempo t + 1". . En

general estns autores, con pequelias variantes algunos, le dan a Fx el equi-

valente al mx clisico & frecuenc1a -maternal,

Ya que la'correccidn de esta definicidn no incide en la mayoria de .os
casos en los desarrollos matemiticos que suceden a los mismos, los exu¢len
tes trabajos’'de estos autores no se invalidan pero sI pueden conducir ul

error en el intento de utilizarlos para simular procesos cop valores reales.

Posiblemente la definicidn més inteligente, ya que deja de lado estas
diferencias, sea la de Skellam (1967) "... los elementos de la primera fi-
la estdn concebidos como coeficientes dz reproduccidn o mult1p11c301on y los

de la subdiagonal cono coeficientes de supervivencia"



- De esta manera separa dos problemas dlStlntOS como gon los desarrollos
matemdticos teorlcos y la obtencidn de.la informacidn ba51ca y su elatora-

cidn mediante aquellos modelos.

Tal vez la mejor manera de comprender la configuracidn de los elementos
de la matriz sea trabajar com ella en modelos simplificados, para lo cual

- - - - .
se propone el siguiente analisis:

Supongamos una especie hipoté@tica bajo los siguientesvpostulados:

1. Consideramos s3lo lac hembras de la poblaciﬁn. o
2. Vive en un ambiente constante.
3. Sus pardmetros vitales (f,p) son constantes. e

4, Se reproduce en forma de pulsos cencentrados en un pequeno periodo una

-~ - R

e ;.,"_r: A, BT e e e S
"5, No sufre.procesos=de ﬁigraéiﬁh.
6. Vive, y conserva su capacidad de reproducirse, hasfa k anos.
7. Conocemos su pafr6n de mortalidad y fecundidad. ° ..
8,.Tomamoé coincidente la unidad de tiempo y de edades (aﬁbs'en ambbs casos).

9, Es densoindependiente.

En lugar de trabajar con una matriz del tipo de Leslie utilizérémos'una
matriz de estado y Suponemos que Conocemos 1os valcres m_y p, Para distin

tos periodos "i" (aqui llamamos X a la edad).

i
X
para cada intervalo semanal o sea conocemos su patrén de supervivencia y fer

Por ejemplo, si*i =0, 1, 2, 3, ..... 52 semanas, ‘conocemos. los P,y m

tilidad anual.

Estas matrices seran del tipo:



49

p~ T 7
et 6 Rt
. ; L
p:)l '_ pll o O
i A ! e-=-=0
M = 0 P R .
: v oo
\ A
] | ¢! P
b 1 t . .
. 0 0 O ph_q'; pkk
L . -

ST el intervalo i es pequefio, podemos.asimilar el proceso a uno cuasi
. o i _ - i > )
~continuo & igualar fx € m; , las frecuencias maternales en cada periodo,

Lo mismo ocurre con 1os:pg'que serdn los éorrespondientes a esos intervalos.

Para ayudar a la explicacidon y simplifiicar el tratamiento tomaremos una

especie que vive tres aflos (matrices de 3 x 3), én lugar de "i'" matrices

;"-'"f-S'in‘n.'rne‘\'nnc: JUe 3 r*‘*«*ﬂ:-*.ﬂ?’.’:‘r}_ 50
SRR pULIEs YU L CpLruaiaL o U =4

A

tomaremos cudtro matrices estacionales,
realiza enr primavera.

c s

Entoncess

Las-»f_x son las frecuencias maternales m -y

V i # j : Probabilidad de pasar de clase de edad.

»e

2 V i =3 : Probabilidad de sobrevivir dentro de la misma clase.

Las matrices estacionales (de verano, otofio, inyiermo, y primavera) que

definen la dinimica tendrin la forma:

Las de otofio (0}, invierno (I) y verano (V):
e B
P, 0O O

(] l v : .
ME’MEM.:-:_:) O p;' O

0 o"l
) P

23
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yva que las £ = Q pues en estas estaciones no Lay reproduccién ~no se‘pfo—
ducen crfas- v las p, Y i #‘J son nulas ya que ‘los’ 1nd1v1duos solamente
cambian de edad en la eﬁoca de la sigufente paricifn, o sea que p. ej. un
indiv1du0'de 6 o 9 meses sigue perteneciendo a la clase cero.

La matriz de primavera serd de la forma:

fo £ fo
M® = P °© 9©
O P, 0

Donde f # 0. ya que en esta estacidn se producen los nacimientos y pij = Q3 .
\/i~= j pues todos los individuos cambian de edad (o nacen, que es pasar

o cambiar a ser individuo de clase cero).

T

Las p V i=73 de las'matficeé MO» "' son iguales a (l-mortalidad)
en el periodo o estacidn considerado, y las p sV if i de las 1P son la
proporcidn de 1a clase i que ha llegado a la epoca Py sobrev1ve la misma

s .

tener edad j=1i+1,

Recordemos que los f los definimos como fecundlaad espec1f1ca de 1a

clase (;'m 1.

El diagrama a lo largo del tiempo, mostrando las matrices que actiian en

cada estacidn es:

RE PROO. CE REPROD, REPROD.




s

51

Las Ml'estarén definidas por los valores de nuestro supuesto estudio in-

tensivo estacional,

Veremos dos casos de andlisis que pueden ser, por ejemplo, dos posibi-

lidades alternativas de trabajo: censos antes o despus del perfodo reprc-

ductivo.

.-

.

Caso A: Los censos anuales se realizan luego de'la paricidn., Consideramos

'

que nuestro primer censo se efectila en el instante t:

N N(Hﬁ .

IS J—

. Tiempo

-

—_ [ (R} .
= vy

~ She e
oo i

.

Representando por N_ al vector (nO?.ni’ nz)t en el instante "'t'", seri,

luego de cada estacibn:

-

podemos poner, separando la estacifn reproductiva (Mf),de

tivas (Mf):

= N,

=M N = M M N,

=M N s MMM N,

SN s W M MM, -

las no repreduc

. 0 . _
Donde .M,/ = MI M LM es el produc*to de las tres matrices diagonales,
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Serd entonces:

. ~s
Bondelin,

a4
-

r"F(I fl ‘fz
'.pm 0 Of
|0 Rk 9

B, O c | [mp, o o]

v o =

El F% % O 0 TTR{ 0.

0 p P p O O TIp

.'?2. 22 Zi 3 . 22.‘

. ~de supervivencia en f sino el producto total.

Habiamos visto que Nt+l

las dos matrices tendremos para este caso A,

que, en lo que respecta a la ubicacidn de sus ceros vy sus elementos no

b

£ . i _f' )
P _f‘_ fz TT pm» 0 O )
Bo, 0. ] 0 0 ~TTpu 0
O p, 0j|lO 0 TTp, |

- - .
.fﬂT%oﬁﬂQlﬂﬂpz

= TT %Q%l 0 Y
O Tpp, O

nulos, guarda la misma forma que las mpp de Leslie.

Si Nt

instante t+1 ser

AN e
(n,

nl,

-
e
..

As-el producto de ias.propabilidades -de superyivencia .en cada . ..

‘clase en las estaciones no reproductivas. ' Vemos que no importa el patrdn

= hf . Mf . Nt ¥ 11amanuo MA al producto de

a—

2

~n2) es nuestro vector inicial en el tiempo t, en el
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- ' - T

(N TT P! for (M, TTR, ), + [, TTP,,)f, fno
Nﬂﬁ,MA N1= I .. (N TPl Py = [y

_ (hTTp, b, n

5 : u ‘.2 _l | "2 | $al

En esta, n. T P;y €8 la cantidad de individuos que llegan vivos dentro
de la clase i al momento de la reproduccidn para reproducirse (x fi) y pa-
ra pasar a ia siguiente clase de edad (xP. ., .)

: T i, iF1™
" 'Caso B: Los censos anuales se realizan antes de la paricidn, segiin-el -

siguiente esquema:

Ny ' Ni,p
| |/I ; Y, L . A L/ Foo\
ot 1o We v 0 1 () P
Andlogamente serd: : |
P P
N"= M" N, o
N = M N MW N
N = M° NV = v M” N

.

N, =M N M e TN
T+l _ t

%y, con la misma notacidn anterior:

N = =
el T My Mg Moo= oM Ny
Estas Mf y Mf son iguales a las antciores pero estd invertido su pro-

ducto. La UB sera:
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M =10 TTpADx Py,

-8 1

b

A

L

Como vemos, esta matriz es distinta de la }

dos matrices, es'Ax B #-B x A).-

emos N
Encontrar mo e+l

P(fo No+fm +f,n)  TIpy,

T+{= M N, = Ng Q"TTPH

nl . p’ZTszz.

Yemos aqul yue el uh*£%1 ‘se Corfespoudl mis con-da ded
N+l

.0 0 Tg| |0

Tn;, 2

QTR%O ﬂTTRm £, TPso

QJTQl 0 0

0 p_TTp 0

12 22

. o
3

(En general, siendo A y'B

A

en forma similar al ‘caso anterior:

-

144

- - “ .-

Y IV s kY r
PREHS-E SR 34 64

ya que son la cantidad de individues nacidos (Eif;rq ) de madres vivas mul-

. tiplicados por TT Py qué nos da la‘pfobabilidad que'lleguen vivos a t+1

8 al menos a t+1.v‘A te

Veremos un ejemplo numérico considerando ambos casos y posteriormente

el equivalente con la transformacidn cl@sica de lx V4 m#.

Las caracteristicas intrinsecas y constantes de nuestra poblacidn (ima--

ginaria) las definimos a través de sus valors:

d;— Q;—-g; = ,9720
0 §
Pi=Py=h *

.9869

Py = Py =h, 6299

. Moy,

(TTp,

(e,

L

n

!

-.91833)
96121 )

.24903)
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fguales sus raices (salvo errores de redondeo).
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B, = 945 f=my= .42
p, = -974 f|= m.= .48
P, * 0 f,= m,= .40

- Reemplazando estos valores en las matrices M, y M, antes halladas

serén: -
r : B .
38570 46138 .09997
M, = | .86782 0 0.
|0 93622 o |
y - . | : | -
.38570 44080  .36733
N, s 00834 ¢ 0
e 0 24343 o |

1

Vemos que, aunque nuestra pobl aidn es evidentemente la misma (lo son sus
datos bastcos f y p) las matrices que nou describen su dindmica son distin
tas, M, ¥ .

> A B

Sin embargo sus ecuaciones caracterIsticas son igugles,por lo que serin

En efecto, los autovalores de ambas matrices son (hasta el guinto deci-
mal)s ’

Cang As N ® 91814

S, = 26622 +.13263

. ' lx,H N,|= 29743
X, = .26622 ~ 13263 ) |

L 3
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y en él.caso B:
- N,= 01814
N, = .26622 t 13263 o
CINEIng| e 29743
Nt T 26622 - 132631

.

Los autovectores dominantes recordemos que estdn determinados por:.

*

_ o A : " B
' MA /‘(A i )\o /({"A y . Ma/{a : >\0/%B
A1 - ' )% ¢ | Ef .
A1 ser ko- o . Pero MA MB’ seran//&A %/M_B.
El -autovector asociado .al autovalor dbminante >\o- nos define la estruc

tura estable de nuestra poblacidn, que en ambos casos es: (normalizados,

sea los'n{‘(i%O) come cantidad relativa respecto a n, que toma el valor 1).

noool - . J000]
Joe | 295 e |08
[-964 | 1 :262]

con lo que vemos que -(en estabilidad) se presemnta, segin la fecha del cen
‘'so respecto a la paricidn, muy distintas estructuras pero que responden a
un mismo patrdn dindmico ya que son -iguales todos sus autovalores.

Cabe acotar que este es un argumento méas, (bastante fuerte, por cierto)-.
en favor de mantener la fecha -~ mejor dicho su distaancia con.el periodo

reproductivo - de recuentos a lo largo de los afos.

ftntes de analizar una mpp conviene « en realidad es fundamental - cono-

cer cuando fueron realizados los recuentos. Lo mismo cabe para analizar.

una estructura estable.

Nuestras "piridmide«" de poblacidn son para los casos A y B.
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2-3 /%/ | Z
1-2 ' ///// %7///
AO-l ./// ’ ' %////%

- N 10 0 10 0

A primera vista podriamos pensar en que ambas pertenecen a distintas po-—
blaciones dada la disparidad de formas, sin embargo aitbas corresponden’a
la misma pablacidn que mostrara ademds el ‘mismo comportamlento, la misma

sensibilidad, per51stenc1a, estabilidad r95111enc1a, etc.

1 4

IX. RELA ION FORMAL ENTRE F (DE LESLIE) Y'mx (DE TABLAS DE FECUNDIDAD

HSPRCTVFICA

?-

Estudiarémos ahora la relacidn formal entre los valores de-FX de una matriz
cldsica de Lesiie y los valores de mx.' Construiremos luego, con una aproxima-— -

cidn lineal para Px la matriz de Leslie con los mismos datos de las matrices

Ay B,

0
. . . .. - B 4
De la discyretizacidn de la ecuacidn ceatinua 1 = }flxlﬂx e dx
" tendremos: 0

(e rx . -

- 1= , m, e
X=9

donde "n" es la maxima clase de edad reproductiva de los individuos (hembras)

de la especie {recordar que trabajamos con vetrlces no singulares).

‘Los intervzolos que corresponden a 1X. ¥y m_ ya nc.son los infinitésimos x;

x+dx, sino que consideramos lapsos discretOb x; x+h.
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Desarrollando esta ecuacifni:

o -or -1 ~2r
b=, mge + I, m e + L, m, e + _____ + I, m, e’

Por definicidn de. lx como correspondientes a una estructura estacionaria

¥y, de la definicidn de los P de la matriz de Leslie tendremos:

Jo= 1
b= P,
1372 P, P,
i .
~ )
1
.
| - '
= o B P

Ademis, para una poblacidn éstable,- es AN = e,

Reemplazando:

- -1 ' -2 ‘ -n
1-.1m01+Pomt)~. +RP M\ + +RRR----- Pn-lmnx
multiplicando ambos t&rminos por A -n-i,—l. .

Nl M+ o " N-l :
NoEmoX AR AN A BEMN Aeeee s + B B oo Pmr_nn)‘ }

Reordenando, y haciendo FX = A .- m 3

o 2. Q

Nsl N n-1 .oM-2
N-EXN-PFEX P P EXNtoeeee 2 BRB- B F 20

Coincidente con la ecuacidn caracteristica de una matriz de Leslie de
den (n+1) x (n+l), € sea con clasecs de edad de O a n.

Vemos que la relacidn formal entre ambos modelos es Tx = A.m
. _ . X

»
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8i: 1a poblacidn es estacionaria, A= 1, los wvalores dexEx son coinciden

tes con los m_ .

Reconstruiremos, en base a la misma informacidn basica con la que se encon

traron M, y MB, la matriz de Leslie correspondiente.

Los factores de fertilidad son, con el wvalor de A anterior:

Fo'= .91814 x m = .91813 x . 42 = ,38562
. ?l = ,91814 x.48 =-,44071
'F2 = ,91814 x.40 = ,36726

Recomponiendo los valores de 10} 11, 12, en base a los valores estacionales

dados, serid:

10 = 1 (por definicifn)

.01833 x .945 = .86782

1]

ot
"

T Poo * Pol

1, =TT Poor Py .86782 x .96i21 x .974 = ,812L47:

P11+ P ~

]

Ix + 1 1 / 2 como aproximacidn lineal de

Pero Px = b

yx+1 / LX con Lx

L = j[x+1lx dx (Pielou, 1977 , Vandermeer, 1981).
x L

Reemplazandc por los valores numéricos:

-0 "1 !;i;gﬁﬁiéﬁf - .
1, = : - - = .93391
1, + 1 )
1t 86782 + .31247 :
) - & = . s = 4
L]_ 57 . 5 84014
1.+ 1 : ’
L, =2 ! ? = .;ﬁlgﬂ%;i_g- = 40634
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Luego:

.89959

= 1/
Por ™ 'Ly

. 48354

p, = 2/
P

con lo que la matriz Mq de Leslie serd:

i .
.38562  .44071  .36726 ] _
My = | .89959 o o |
Q . 48354 0. E §
! 0
Sﬁs autévalores son;'
N o oedao
ST o |
N, = «.29054 + .284341 ‘
1 : S N =[x, = 40653
>2 .

~ =.2005% = ,284341 i

.y su autovector dominante’ (normalizado) est

p— .
| .

1.000C

e = .931

L <465

que como vemos difiere deﬂA x}{B .

®

El autovalor dominante es 'mayor en este caso que en A 8 B en un 57 aproxi
madamente con lo cual, con los datos tratados de esta manera, la poblacidn mos

trard una tasa de crecimiento mayor (o de decrecimiento menor).

El cociente entre los mddulos de los dos primercs autovalores es en Ay B



)
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de 3.087 y en el caso C de 2.378.

- .

Es asT que la poblacidn tratada con el método C mostrar@ en este caso una
mayor sensibilidad a las perturbaciones estructurales, expresada como un mis
lento retorno a la estabilidad.

Cuando el niimero de clases de edad es grande tienden a aproximarse estos dis
tintos tipos de modelos. .Si ademis EO no es muy bajo v r es pequeiio (o )y es

B

) . . P
cercano a uno) la diferencia serid menor.

Conviene.aclerar aqui algunos aspectos que hacen a la determinacidn de los”
PX y su relaciZn con lx,.de acuerdo a lo visto cuando se obtuvieron los valo-

res num@ricos aproximados de PX que conformzn ‘la matriz C.

Como este punto es importante que quede craro desde una mira tedrica, ara-
1izaremns los valores de lx’lnx v P para los, casgs extremos de pobl zicacs

) . ) = ] ) ‘ e
que presentan generaciones superpuestas, que sén: 1las que tienen periodos re-—
productivos concentrados (se réproducen por pilsos) y las que el hecho repio-
ductivo.no se interrumpe a lo largo del tiemnpo, a las que llamamos -de fluio

.
continuo,

a) Poblaciones de flujo continuo.

Llamamos aqui poblaciones de flujo countinuo a las que no presentan p'.cos
definidos de reproduccidn sino que &sta e: permanente a lo largo del tiempo

(p.ej. el afio) sin momentos de produccion nula,

Un-ejemplo de reproduccidn continua (aunque presenta pequefios picos esta-
cionales, Hotchinson, 1979) es la especie humana y talvéz algunas especies

de ambientes¢ poco variables.

En este aralisis consideramos que los m y lX son constantes a lo largo

del ticmpo t y solo varian para los distiutos x. .
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' Nuestros postulados iniciales, siempre avlos efectdé debsimplificar el
tema, son:’ | '
1) El citado énteriormente acerca de la constancia de ﬁx v le
2) Lé poblacidn es'esﬁacionaria (xr=0).

t ) . )
3) La escala de tiempops la consideramos coincidente con la escala de edades

. (tomamos afios por comodidad en la explicacifn).

Al ser r=0, de la discretizacidon de la ecuacidn tabla de vida tendremos:

" ’ < . -
v m =1
: ’ ‘~~1x x

¢ sea que el producto de los lx por sus respectivas frecuancias maternales

m_ iguala a l0 = 1 y la poblacidn permanece estacionaria.

En cualquier instante t. =

P .

I
b
/1]
[el]
+
m

23
H

rr

o 1
iVa a a

01

3

oy
lad .

A ‘r;I

x

0 P2 3 X (=1)

0 fiiado, nuestra estruyctura poblacional rela- .

oy of

O
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-
Si adoptamos como unidad de tiempo el afio-para acotar la edad, al haber

reproduccidn continua dentro de cada clase de edad x encontraremos indivi-

v&uos de v.g.: edad x+6 dias, x+3 1/2 mes, etp;

Los representantes de cada clase de edad x (entre x y x+l) que llamamos

L. 0 abreviadamente L_ seran: (L . tiene dimensidn cantidad por tiempo).
TX,xtl i p.4 X .
. x+1
1 = /’ lx dx
x
/ x

pero (Rey, Pastor, Pi Calleja y Trejo, 1952, p.654):

-

b
fx)dx =A.}l{iln’0 S f(x) NAx

a

Vemos que podemos aproximar a la integral con una sumatoria.

Al intervalo

[Lx = h tal que:

.- T S A AT LT e 4 T
- %l 10 dividimos ei n pégiciicn intervnles discretes:..

La sumatoria ser3 entonces:

x+nh

L, = % 1.h -
X .

X

vaquen ., h=1 y ZXx;= h
Desarrollasndo: - .

L =1 . h+ s h

X X.,X"*“h - 1] +voou-u.0 +'1X+l—1],x+l

1x+h,x+2h
Sacando L factor comiin y re.emialazando_ h por 1/n:
1 1 4 1

- % xth * xbh.xbah T orerer e
X o -~ n

x+1-h,x+1.

L
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que es el ﬁromedio de los pequeiios l(i)' de cada intervalo h considerado

(o el alto de las barras en el grafico anterior)..

" 81 el patrdn de supervivencia es lineal como en la figura.

X

T gauninn

X. /“v i . X+1 X(Ef)v

-
sera

(Si la tasa de mortalidad es constante dentro del Intervalo considerado

(x a x+1), al hacer esta aproximacidn se sobreestiman los valores de L;}

El valor de Px es entonces:

o L V2 Qupp v L) g Ll
x _ LX }/2 (lx * %x+l) . lx * Txl

Si la’ tasa intraclase es la misma para los iantervalos contiguos, el va-

lor de P eucontrado es correcto para esos intervalos.

"b) Poblaciones pulsantes.

Llamamos aqui poblaciones pulsantes a las de especies que se reproducen en
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forma concentrada en determinados periodos (generalmente determinadas esta-—
’ .

ciones del afio) lo que ocurre en la mayoria de las poblaciones animales,
Caughley, 1980).

Estas poblaciones presentan temporadas o picos de actividad reproductiva
y actividad précticamente nula el resto del afio, hasta repetir el ciclo el

periodo (afio) siguiente,

Como antes, tomamos los mismos postulados pero consideramos que la produc~

cibén de crias se efect@ia en forma instant@nea en un dt.

« Si observamos la poblacidn en el instante inmediatamente posterior a la
reproduccilr,  y graficamos +la.cantidad de individuos como referidos a 1o= 1

su estructura seria del tipo:

Baiica
K

" 'Lu2go de un ~ierto tiempo T su estructura seri:



0 . . .
-
t Sl B
S : g
: b
¥ E
1 I
- 0T 4T 2 24T 3yl

S o P . . . :
Cervmn Tne findone renrvegontantae da 12 nahlorinn an fcgda dInevants enn Thce
.vm Lne 1 cAS Yepresentant L2 pabhlar . en cad Incy ! A

b

rt

O\

0

[
I

que restan de los que nacieron en los sucesivos periodos (en ese infin

mo reproductivo dt),

=<t1

Lx = 1 d&x =1 o :

%
Por lo tanto:

T .

I A .

X 1 1. ’ =
- - Ux be

cualquiera sea el momenio de la obseryacidn,

Para que la informaci’n proveniente de observaciones de distintos perio
dos (afios) sea compatible, estas deben ser tales que conserven la distancia
con el pulso reproduccivo. Recorder que esto ya se habia hecho notar al

hhacer el andlisis matricial o sea que es un argumento mas a favor de la con

sistencia.
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Alin en el caso que €l patrdn de supervivencia dentro de los intervalos
sea el mismo para todas las clases de edad ‘es necesaria esta precaucidn.
La frecuencia maternal corresponde a la definicidn, pero para el pico re-
productivo. La cantidad de crias producidas por cada clase de edad serd

~lx - m siendo 1x el valor relativo de cada clase de edad en el tiempo
£ =0, %, x1 ... '

Con ui: ejemplo.numérico revisaremos lcs conceptos anteriores.

En la figura siguiente se ha representado una poblacidn estacionaria (re-

lativa a 10 = 1000) con cada intervalo de edad (x a x+1) dividido en 10 pe~-

quefios intervalos.

La tasa de mortalidad dentro de cada uno de estos pequeflos intervalsos de
edad: dx)h, la consideramos constante, lo cual significa que. dentro de cada

periodo h se muere una fraccidn determinada de los individuos de la clase

. -

de edad curs@aspundienie. Coe Ce s -
Los valores tomados en el ejemplo son:

02 y 4., = .04

)y = 0L, 4, n

4 ?‘Of’ 4 Yh

Como anteriormente, la escala de edadzs y tiempo la tomamos coincideute.
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X {= 1)

&

. ..T:

89
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Esta figura representa, para nuestro ejemplo, una poblacifn estacionaria

- de flujo continuo observada en un instante t cualquiera. (Si quisieramos

también la podriamos observar como una poblacidn pulsante con reproduccidn
en t =0, 1, 2.,,. y entonces cada barra representaria la cantidad de in-
dividuos que van sobreviviendo de los 1000 originales a lo largo del tiempo.
Ya no seria una "instantdnea" de nuestra poblacién sino una observacidn tem-
poxral). .

Volviendo al ejemplo, no estamos afirmando que es necesario obtener infor

macidén de este tipo -pricticamente imposible, salvo en laboratorio- sinc que

. pesiblemente este andlisis y el posterior puedan aclarar los conceptos antes

expuestos.

‘Calcularemos los valores de LX vy Px de las siguientes formas:

. x+ph
DL o= 3 1.k
x - % - T
L, =¥873,3
Ll = 704,7
L2='-6oa,2
L, = 455,8

T 7
.

. CON1 - L -
. ; ' . X _oxbl
y los valores de Px, el (abreviadamente PX) = L
PO = | Ll/ILo = 0805 .
= /J T = R
Pyo= Ly 864
P, = L,L, = .748
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Esta forma, con los intervaleos h suficientemente pequefios, seria la

correcta para obtener los valores de Lx y PX.
Con 'LX = 1/2 (lX +‘lx+l)

Habiamos dicho anteriormente que si la tasa. es constante dentro del
intervalo esta manera de obtener L_ sobreestima este valor. Esta afir-

macidn es cierta si se considera la informacidn intrinseca del intervalo

por 1

x+1-h’

reempl azando 1x+l

En caso de tomar.1x+l,

de las tasas de mortalidad (o supervivencia) interna de los intervalos de

el valor de.LX obtenido depande de la relacidn

edad contiguos.

Con nuestros valores numéricos:

-

! FaXa¥a)

¥}
!

L= 800,0

L= 1006 T 757 / .335
o . n

L, = 70,5 o Py = .86
L2 = 605 o | Pz = ,748
L, = 452,5

Si la consideramos como pulsante y con la informacidn tomada en

t =0, 1, 2, ... seva;

1000, . L -

L = 16 =

L =1, = 737 :
L, = 1, = 666

L, - 14 = 361.
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y los P_ ='ix+l / L= 1., / 1. seran |
P = .737 '
Pl = .904
P2 =..817 .
P, = .665

Conviene observar que si la informacidn 1la obtenemos en cualquier otro

intervaio, los resultados son distintoé: vgi t=1/2, 1 +1/2, 2 + 1/2...

P = 708/885 = .800
P. = .867

R .
P, = 52 -

En este'ejemplo nuuérico consideramcs que la tasa de supervivencia
dentro de 1a clase es constante lo cual, si bien muchas veces no es cier
to, se toma generalmente como hipdtesis al no poseer mayor cantidad y

calidad de informacidn.

Veremos ahora algunos posibles patrones de supervivencia intraclase

para una poblacidn pulsante estacionaria con reproduccidn anual.

Cabe aclarar que el anidlisis que se hace no pretende generalizar para

ning{in grupo de especies sino que simplemente se toma como ejercicic me-

todoldgico previo a la planificacidn de un estudio de dinAmica. Podenos

pensar que la supervivencia intraclase tenga alguno de los patrones siguien

tes:

.
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"
N .
N, B .
\\
’ N ‘.-.~~“-C~~ 1]
A \‘-\
Nx+l
- : X . X+ g
] : x {=1)
Tipo 1) | .

Si no hay ningln factor de mortalidad que actlie en forma concentrada
e determinada @poca del afio vy si estos actiian como Iuncidn del niimero

de individuos en cacds instante se obtiene una curva del tipo A.

.La tasa de mortalidad intraclase es constante para cada pequeiio inter-

valo h. _- ' o ‘

Luego sera: . :

Nx+h = N . (1- tasa de mortalidad dentro del intervalo)

Tipo B)

Describen el casc ein que algln o algunos factores de mortalidad (&'

causas de muerte) actiien en forma concentrada en determinada epoca del

((

£y
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afo (p.ej.predacidn). En la figura se ha representado el caso de una
disminucidn de supervivencia provocada por el stress térmico-nutricio-

nal de invierno tal como suele ocurrir en algunas zonas.

Un caso espécial de concentracidn nos puede dar curvas del tipo C
donde el factor principal de mortal?dad esti relacionado con la acti-
vidad reproductiva por problemas en la produccidn de crias (p.ej: par-

“tos en primiparas) y en los momentos de fecundacidn (p.ej. luchas) si

esta es subsiguiente a la produccidn de las crias como en el ejemplo.
Lo mis 18gico es suponer que las curvas reales son intermedias & su-—
perposiciones de estas A, By C, on

Para la primera clase de edad, intesvalo lo__> ll pfobablemente en
muchas especies abundan las curvas del tipo A y B mis la.{T de la fi-

gura:

° ' Vo x(=t)

donde la yran mortalidad estid asociadz a los periodos criticos postnata-—

les,
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El planteo inicial con este tipo de anallsls, basado en un conocimien
to bio—etolégico previo, ayudard a la planificacidn general ya que si el
patrdn de supervivencia se aleja mucho del que definimos como A pueden

presentarse algin tipo de problemas.

<

Generalmente'es mds importante enfatizar en estos aspectos -de patrdn
‘'de supervivencia intraclase- en las primeras clases de edad.

En términos generales debe adaptarse el método de anélisis que mis se
adapte.a nuestra p951b111dad de toma de datos ba51cos y a los obJetlvos
del estudio. ‘

Por {ltimo haremos -algunas consideraciones acercz del momento de los
censos y recuentos.

o ) . P TR, . B - R ST
- . Fn general parz trabajar en cstce y otres modelog de dinédmica de po-

\

blaclones se cumpl¥ga: L

l) El cond1c1onant= miximo de la &poca en la cual rea]lzar los censos esJa
accesibilidad de la poblacidn, accesibilidad en presencia y posibilida
des de recuento. CObviamente no rodemos contar aves migratorias cuando
estdn en otro hemisferio o elefantes marinos en su etapa anual de vida
pelagica. Muchas veces operétivamente se facilita el trabajo durante
parte del proceso reproductivo; las épocas de paricidn, de nidificaciﬁn“
v puesta, etc, son aptas para loé récuentos y muchas veces ventajosas
desde el punto de vista de les modelos;ya qué existe mds aproximacidn en

el cdlculo de los @j, fi y Po, pardmetros fundamentalés'de la dindmica.

2) Elegir &épocas en las cuales la diferenciacidn por clases 3 'grupos de
edad (v por supnestc en los sexos) sea maxima.

3) Si se piensa en hacer recuentos anuales a lo largo del tiempo —indis-

s
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pensable para trabajar en dinZmica- se debe procurar censar siempre
en la misma &poca, para especies de reproduccidn continua 6 a la mis-
ma distancia del momento de la repro&uccién para especies que se re-
producen por puléos. Conviene fijaf criterios inicialmente, corre-
girlds si es necesario y luego mantenerlos. .

Por Gltimo, repetiremos, citando a K.E.F. Watt: “Si elegimos el mode

-1o que va a ser utilizado para la interpretacidn de los datos antes

de comenzar con su recoleccidn -que es el procedimiento racional- co-
lectaremos precisamente el tipo 'y cantidad de datos requeridos por
nuestro modelo y tendremos un programa de investigacidn eficiente'.

N
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